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PREFACE. 


Je reprends a un point de vue fort éloigné des idées ayant cours 
exposition de la partie des Mathématiques dont les noms d’Ana- 
lyse infinitésimale, de Calcul différentiel et intégral rappellent 
certaines considérations fréquentes, certaines divisions conve- 
nues, mais dont Pobjet véritable est l'étude systématique des 
propriétés générales des fonctions. 

Jusqu’a nos jours, pour ainsi dire, cette immense théorie qui, 
aprés PAlgebre, domine la science des grandeurs et par celle-ci 
presque tout ce qu'il y ade positif dans les connaissances humaines, 
n’a guére vécu cependant que de principes inexacts, précaires 
tout au moins, de démonstrations sans valeur, de conclusions 
douteuses, et la chose est d’autant plus surprenante que, tout en 
formulant sur des faits analytiques, en somme fort complexes, des 
affirmations dogmatiques dont les principales devaient un jour 
étre reconnues erronées ('), tout en appuyant sur ces données 
des raisonnements réputés sérieux, mais dont la plupart ne résis- 


(*) Depuis le moment ow elle a commencé a prendre corps, jusqu’a une époque 
trés récente, on a fait reposer toute la théorie des fonctions sur la proposition 
suivante, accompagnée quelquefois de démonstrations rudimentaires, plus souvent 
présentée comme évidente ou méme sous-entendue : guand une fonction est 
continue, son accroissement correspondant a un autre infiniment petit attribue 
a une de ses variables offre avec ce dernier un rapport qui, sauf exceptions 
insignifiantes, tend vers quelque méme limite. Or ceci était faux, puisqu’on a 
réussi postérieurement a former des fonctions continues pour lesquelles une sem- 
blable limite n’existe jamais. Le lecteur en trouvera des exemples nombreux, 
des exemples aussi de fonctions continues qui, sans dégénérer en des con- 
stantes, ne sont ni croissantes, ni décroissantes, etc., dans le beau travail de 
M. Darboux, Mémoire sur les fonctions discontinues (Ann. sc. de l’Ec. Nor- 
male, 2° série, t. IV, 1875). La premiére recherche de ce genre parait étre due 
a M. Weierstrass (Cf. H. Laurent, 7raité d’Analyse, t. Ill, p. 412; 1888). 

Bien d’autres propositions, fondamentales aussi dans les doctrines classiques, 
ne sont ni mieux assises, ni sans doute plus exactes : 

Chaque derivée d’une fonction continue (il s’agit de la prétendue limite ci- 
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lent pas & un examen tant soit peu attentif (7), les mémes hommes 
trouvaient a peine assez rigoureuses les moindres considérations 
de la Géométrie élémentaire. La cause en est bien simple : n’ayant 
aucun égard aux propriétés positives assurces aux fonctions par 
les lois naturelles de leur génération analytique, on en a fait de 
purs étres de raison; apercevant seulement chez elles le caractére 


dessus) est une autre fonction des mémes variables, qui est continue aussi, 
partant douée de dérivées. 

Pourvu que des fonctions continues seules aient été employées ala forma- 
tion d’équations finies données, la résolution de ces derniéres est généralement 
possible, et elle fournit de nouvelles fonctions, continues ausst et douwées de 
dérivées par rapport a@ toutes les variables indépendantes de la question. 

Ete. 

Cette méthode consiste au fond a admettre n’importe quoi jusgu’a preuve du 
contraire, puis 4 marcher a l’aventure; la proscription impitoyable et méritée dont 
elle est objet dans tout le reste des Mathématiques se léve pourtant au seuil 
de l’Analyse infinitésimale. Les hypothéses des sciences physiques ne sont auss! 
que des allégations sans preuves certaines et immédiates; mais on insiste avec 
grand soin sur leur caractére essentiellement provisoire, et personne ainsi n’est 
abusé sur leur portée. 

(?) Tels sont ceux au moyen desquels on croit prouver : qu'une fonction con- 
tinue dégénére en une constante quand sa deérivee (définie comme limite 
de rapport) est identiquement nulle, que le résultat de différentiations dif- 
Jérentes (toujours entendues de la méme maniére ) est indépendant de l’ordre 
dans lequel on peut les exécuter, etc. 

Qu’on yeuille ou non en conyenir, de pareils procédés ne sont en réalité que 
Vomission de tout ce qui embarrasse. Prenons en particulier la démonstration 
classique de la série de Taylor; elle commence par la construction pour la fonc- 
tion proposée, d’un développement d’amplitude limitée mais variable, dont le 
dernier terme se met sous des formes diverses, puis on montre, en l’appliquant a 
des fonctions choisies dont le nombre n’a jamais atteint 10, que ce dernier 
terme, ou reste, tend vers o en s’éloignant indéfiniment. Laissant de cété la légi- 
timité de ce développement dont je n’ai que faire, je remarque simplement que 
la discussion du reste en question devient impraticable en dehors de cette demi- 
douzaine d’exemples clichés, e*, sinw, cosxv,/(1 +2), (t+ x)", ... dont quelques- 
uns au surplus se réduisent facilement les uns aux autres. A lui seul ce fait 
rendrait illusoire la démonstration précitée, et son évidence est telle, que je ne 
concois pas comment il a pu échapper aussi longtemps A la critique. 

C’est cependant par des raisonnements aussi insuffisants, que les jeunes gens ont 
toujours abordé l’étude de l’Analyse infinitésimale, et ce, au sortir d'un régime 
intellectue! ot domine une rigueur parfois outrée. Tout d’abord ils s’efforcent de 
les ajusler et n’y réussissent pas, d’ou les difficultés bien connues de cette pre- 
miére étude et la prétendue transcendance de son objet. De guerre lasse ils cessent 
bientot de s’inquiéter des principes, pour ne plus s’intéresser qu’a leurs applica- 
tions; et c'est comme cela, non autrement, qu’ils parviennent a s’approprier les 
méthodes générales de calcul. Mais leur savoir reste plutot empirique et mélé de 
nuages qui ne se dissipent jamais. 
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le plus sensible des phénoménes physiques auxquels on rattachait 
presque exclusivement leur conception, on s’est plu a voir dans 
leur continuité habituelle un attribut primordial renfermant tous 
les autres; on a mis en conséquence une sorte de point ’honneur 
a faire de cette méme continuité le support wnique de tous les rai- 


‘ 


sonnements (#). Cette méthode a été féconde en pétitions de prin- 
cipes, en paralogismes, en considérations rebutantes, en erreurs 


(*) C’est la premiére chose qui saute aux yeux quand on analyse l’enchaine- 
ment des idées dans les Ouvrages qui étaient classiques il y a une vingtaine d’an- 
nées, et méme dans de plus récents. 

La stérilité de cette notion considérée comme raison suffisante de tous les fails 
analytiques est surabondamment établie par ces mille démonstralions fondées 
successiyement sur elle en remplacement d’autres reconnues vicicuses aprés coup, 
démonstrations toutes proclamées parfaites un instant, puis abandonnées bientét 
pour de nouvelles puisées 4 la méme source et yvouées au méme sort (celles de 
la formule de Taylor sont déja nombreuses, et pourtant elles n’ont pas encore 
réussi a contenter tout le monde). Elle l’a été plus directement par ces démentis 
éclatants et inaltendus, infligés 4 quelques-unes des prétendues proprictés fonda= 
mentales des fonctions continues [voir note (*)]; d’ailleurs elle se manifestait de 
tout temps par le manque absolu de rigueur qui se fait sentir dans toutes les 
démonstrations dés qu’on veut en percer la surface, méme par leur caractére 
spécial, invariablement aride, trop souvent puéril. Néanmoins le rdle de la conti- 
nuité dans les publications doctrinales est encore trés grand; il commence heu- 
reusement a s’amoindrir. 

Cauchy, dont des idées neuves et profondes devaient provoquer un jour des 
modifications sans précédents dans la conception des faits analytiques, n’a jamais 
cherché non plus qu’a rattacher exclusivement a la continuité toutes les autres 
propriétés des fonctions; il le déclare lui-méme de la maniére la plus formelle. 
Aefaisant la démonstration de son théoréme fayori sur le développement des fonc- 
tions en séries, il commence par cctte phrase dont je grossis les mots caractéris- 
tiques : « Parmi les théorémes nouyeaux ... L’UN DES PLUS SINGULIERS ... est celui 
» qui donne immédiatement les régies de la convergence des séries fournies par 
» le développement des fonctions explicites et REDUIT SIMPLEMENT LA LOI DE CON- 
» VERGENCE A LA LOL DE CONTINUITE, la définition des fonctions continues ... 
» (étant) ... celle... suivant laquelle une fonction est continue entre des limites 
» données de la variable, lorsque, entre ces limites, elle conserve constamment une 
» valeur finie et déterminée, et qu’a un accroissement infiniment petit de la 
» yariable correspond un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme. 
» Comme .... » (HLxercices d’An. et de Ph. mathématique, t. 1, p. 269; 1840. 
(Dans ce Mémoire, intitulé : Considérations nouvelles sur la théorie des suites 
et sur les lois de leur convergence, on trouve, a la page 276, l’énoncé du théoréme 
en question, qui n’est pas encore exact; effectivement la fonction x? en remplit 
toutes les conditions, pour p réel, positif et >1, et cependant elle n’est jamais 
développable par la formule de Maclaurin quand y.n’est pas un entier, ce qui est 
contraire au dispositif. ) 

On lui a attribué, sur ’'enchainement des grands faits analytiques, des idées 
générales analogues a celles de Lagrange [veir note (°) inf.], auxquelles sont con- 
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méme, et bien certainement elle n’aurait pas conduit aux résultats 

exacts dont cette branche de l’Analyse s’est incessamment grossie, 

si le crible des applications particuliéres n’edt travaillé souvent 
- A o) 

a l’élimination du faux (4), si, sans qu’on s’en doutat, d'autres 


formes dans leur essence toutes les méthodes que je développe dans cet Ouvrage. 
Ilen a effectivement passé trés prés, car, a la page 47 deson Résumé d’un Mémoire 
sur la Mécanique céleste et sur un nouveau calcul appelé Calcul des limites 
(imprimé dans les Exercices d’An. et de Ph. mathématique, t. Il, 1841, ayant 
été lu a ’Académie des Sciences de Turin dans la séance du ir octobre 1831), on 
trouve des énoncés ow il fait intervenir, pour les premiers membres des équations 
génératrices de nouvelles fonctions, la possibilité d’étre développés par la série 
de Taylor. Mais ce n’est pas l’existence des fonctions engendrées, ni méme la con- 
vergence de leurs développements, qu’il entend déduire de cette possibilité; c’est 
une simple vérification supplémentaire de l’aptitude de ces développements, s’ils 
sont convergents d’autre part, a satisfaire aux équations génératrices, quand la 
possibilité en question existe pour clles. Autrement, chacun de ces trois énoncés 
ne contiendrait pas les mots suivants, répétés avec une insistance si marquée : 
« ... La somme de cette série REPRESENTERA la fonction u, si la valeur de 2 est 
» tellement choisie que, LA SERIE ETANT CONVERGENTE, .... » La convergence de 
la série représentant ainsi la fonction uw, Cauchy a toujours youlu la déduire de 
la continuité, etc., c’est-a-dire de propriétés selon lui infiniment plus simples, en 
tous cas absolument etrangéres a l’origine analytique spéciale de cette fonc- 
tion u. C’est ce que prouve en particulier, et cela jusqu’a lévidence, le Mémoire 
de 1840 cité avant celui-ci; écrit neuf ans aprés la communication faite a l’A- 
cadémie de Turin, il ne contient aucune référence a ces trois énonces. Au 
surplus, Cauchy lui-méme n’a jamais attaché aux mémes propositions une impor- 
tance comparable a celle qu’avait a ses yeux son théoréme « réduisant simple- 
» ment la loi de convergence a la loi de continuité »; effectivement il a vécu 
seize années encore pendant lesquelles il n’a cessé d’écrire, de remanier beaucoup 
de ses productions, et cependant il n’y a fait 4 ma connaissance aucune allusion. 
Dans le sens que je leur conteste, ces énoncés auraient une importance considé- 
rable, et, a défaut de Cauchy, ses commentateurs si nombreux, la plupart si enthou- 
siastes, les auraient tout au ‘moins remarqués. Or aucun d’eux ne I’a fait que je 
sache; tous leurs travaux au contraire sont concus dans un esprit diamétralement 
opposé, ceux en particulier de Riemann qui jouissent en ce moment d’une trés 
grande faveur. C’est plus de trente ans aprés la mort de Cauchy que J’on s’est 
avisé de lui préter les idées dont il s’agit. Plus loin (p. xx) je reviendrai sur ce 
point, a propos de ce que M. Poincaré en a dit. 

A la continuité, Cauchy a sans doute ajouté les notions les plus fécondes (va- 
leurs imaginaires des variables et des fonctions, lemme fondamental du Calcul 
des limites, functions non monodromes, etc.), mais en les rattachant toutes A 
ceile-ci plus ou moins étroitement; de 1a principalement provient l’obscurité 
qu’elles ont toujours conservée et que les travaux procédant des vues de Riemann 
n’ont, selon moi, pas du tout dissipée. 

(*) L’histoire de l’Analyse infinitésimale en fournit des exemples variés, parmi 
iesquels celui que j’ai rapporté dans la note (*) est frappant. 

L’énoncé suivant, qui se confond pour ainsi dire avec le second de ceux cités 
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propriétés des fonctions analytiques n’eussent suppléé habituel- 
Jement a l’insuffisance de la continuité. Mais on commence a con- 
venir de son impuissance, ce qui me dispense de faire cette critique 
d’une maniére moins sommaire. 

L’aspect que l’Analyse infinitésimale offrait ainsi, il yaun peu 
plus dun quart de siécle, a été modifié profondément a la longue 
par les recherches entreprises pour élucider et développer les 
nouveautés de Cauchy, pour se rectifier Jes uns les autres, par 
celles aussi, jusqu’a un certain point connexes, dont le Mémoire 
de M. Darboux nous offre un brillant spécimen [ vozr note Gays 
Rares et négligés d’abord, trés nombreux ensuite, quelquefois 
trés remarqués, ces travaux ont eu des tendances bien diverses 
dont se sont dégagées néanmoins plusieurs idées générales en trés 
grand crédit actuellement. La premiére, restant en cela conforme 
aux traditions antérieures, consiste a voir toujours dans les fonc- 
tions des objets préexistant aux calculs d’ot naissent tantét Pune, 
tantot l'autre, en conséquence a raisonner sur elles aprés attribu- 
tion, faite a priori, de propriélés réputées dominantes et trés 
simples; seulement le premier réle n’appartient plus a la conti- 
nuité, et les propriétés en question, suivant qu’elles sont accordées 
ou refusées aux fonctions, les font dire analytiques ou bien non 
analytiques (en fait, les premiéres sont celles qui se rencontrent 
partout, les autres sont de fantaisie). Le trait essentiel du carac- 


au commencement de la note (7), a été formulé, employé avec la méme con- 
fiance, fondé sur une démonstration réputée non moins bonne : La possibilité 
de chaque intégration indéfinie (rattachée comme toujours a la continuiteé) 
entraine la formule 


[oa [Opayyae= fade [ playyay. 
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Il n’en est pas moins caduc dans bien des circonstances, et c’est experience seule 
qui a révélé ces inexactitudes. 

De méme exactement pour cet autre théoréme démontré catégoriquement a la 
p. 13x de ’Ouvrage de Cauchy intitulé Cours d’Analyse de l’Ecole royale poly- 
technique et publié en 1821 : « Lorsque les différents termes d’une série sont 
» des fonctions d’une méme variable x, continues par rapport a cette variable 
» dans le voisinage d’une valeur particuliére pour laquelle la série est con- 
» vergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage de cette valeur 
» particuliére, fonction continue de x ». On ena rectifié l’énonceé et la démon- 
stration, mais seulement aprés l’avoir trouvé expérimentalement en défaut dans 
des cas du genre de ceux rapportés au n° 127 de ce Volume. Etc. 
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tére analytique dune fonction (il entraine immédiatement sa 
continuilé) consiste dans la possession constante de dérivées, 
celles-ci élant toujours définies comme limites éventuelles des 
rapports formés avec des accroissements infiniment petits attri- 
bués successivement a chacune des variables considérée isolément 
et avec les accroissements correspondants de la fonction, L’exten- 
sion de cette notion aux fonctions de variables imaginaires, pour 
lesquelles on a conservé mot pour mot les définitions de Cauchy, 
exige une distinction analogue a celle qu’il a dd faire, non identique 
toutefois au point de vue doctrinal. D’aprés Cauchy, une fonc- 
tion f(s) de la variable imaginaire 3 = % +- 254, est toute quan- 
tité de la forme f(z) = X(z, yy f 21 (4,97), 00 XG 
Y(z, y) représentent des fonctions ordinaires quelconques des 
variables réelles x, y;.et, quand les accroissements Ax, Ay, tous 
deux infiniment petits, sont assujettis seulement a fournir un 
rapport tendant vers une limite donnée quelconque } (ou bien 
infini), quand avec cela les fonctions X(z, 7), Y(a, 7”) sont toutes 
deux continues, il ne doutait pas, pour le rapport 


Af(z) _ AX(@, y)+ V—AY(z, 7) 
As Ag + =17 ; 


de lexistence habituelle d’une limite A, dont la valeur dépend de 
celle de } presque toujours. Ceci fait, il dit que la fonction f(s) 
est monogéene quand par hasard il arrive que cette dépendance 
n’existe Jamais, puis naturellement il appelle cette valeur de A), 
unique pour chaque valeur de z, la valeur correspondante de la 
dérivée f'(s). Actuellement, les idées et les mots sont les mémes, a 


cela prés que, préalablement a tout, on cmpose au rapport ah 


la condition, assurée, selon Cauchy, par la simple continuité des 
s fa ’ ES 4 
fonctions X, Y, d’avoir pour toute valeur donnée de }, quelque 
limite variant ou non avec cette quanuté. On s’engage ensuite 
dans la détermination des propriétés générales 4 assigner aux 
mémes fonctions X, Y, pour que leur association puisse fournir Ja 
parue réelle et le coefficient de \/—1 dans la valeur de quelque 
fonction monogeéne au nouveau sens du mot, ce qui conduit a 
certaines équations aux dérivées partielles, dont une étudiée avec 
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prédilection sous le nom d’équation de Laplace; on se livre a des 
recherches épisodiques sur le Principe de Dirichlet, le Probleme 
intérieur ou extérieur, la Représentation conforme, ....., a des 
digressions sur les fonctions continues, discontinues, intégrables, 
non intégrables, .....(°); enfin les théories vitales sont présentées 
ou reprises, étayées par divers résultats de toutes ces investigations. 

Ces appréts excessifs, faisant un tel contraste avec les négli- 
gences d’autrefois, sonnent cependant toujours faux. Les fonctions 
discontinues, sans dérivées, non intégrables, etc., ne se rencon- 
trent que dans des dissertations métaphysiques (°); il est donc 
bien inutile de s’inquiéter d’elles. Il n’est pas moins oiseux de 
parler aussi longuement de la monogénéilé, puisque aucune fonc- 
tion digne d’un regard ne s’est encore présentée par sa partie réelle 


et son coefficient de /— 1 séparés lun de l'autre (7). Par ces ren- 


(s) Malgré leur aridité, les considérations de ce genre occupent maintenant 
une place plus ou moins étendue dans la plupart des Ouvrages classiques. 

(°) Les travaux qui ont ces fonctions pour objectif se trouvent voués ainsi a 
une stérilité absolue, en dépit de tout le talent qui y a été dépensé. C’est une 
véritable perte de force vive intellectuelle; comme Ja caducité générale des prin- 
cipes traditionnels de ]’Analyse infinitésimale pour une bonne part, on doit l’im- 
puter aux définitions factices des dérivées et des intégrales définies, auxquelles on 
s’attache toujours avec la méme persistance. En Analyse pure cependant, cela 
bien entendu en dehors des premiers développements de ces définitions voulues, 
il est trés rare qu’une dérivée se rencontre comme limite d’un rapport, une inté- 
grale définie comme limite d’une somme. Et méme il faut abandonner totalement 
le premier point de vue, dés qu’on veut, par exemple, apprécier le degré d’indé- 
termination des fonctions intégrales d’équations différentielles données, concevoir 
seulement leur existence; il faut également abandonner le dernier, aussit6t qu’il 
s’agit de calculer, de combiner ensemble des intégrales définies ou indéfinies. Dans 
les applications géométriques et autres, ces définitions ont pris des airs de néces- 
sité qui sans doute maintiennent leur crédit, malgré leur grave incommodité, qui 
ont pu contribuer a les faire adopter; mais 1a aussi il est avantageux et bien 
facile de recourir 4 d’autres intuitions, ce que la quatriéme Partie de cet Ouvrage 
montrera amplement. Quand on veut mesurer les grandeurs physiques (longueurs 
et aires courbes, volumes, etc.), on est bien conduit a certaines intégrales défi- 
nies, par des limites de sommes. Mais quelques applications de l’Analyse ne sont 
pas l’Analyse; trouve-t-on dans celles-ci de pareilles représentations pour les inté- 
grales de différentielles totales a plusieurs variables? 

Tout cela frapperait les yeux, si seulement on voulait bien les diriger sur ce 
point. 

(7) Cette simple observation montre le peu de valeur de la définition a laquelle 
on s’est arrété pour les fonctions imaginaires d’aprés Cauchy, l’inanité, si je puis 
dire, de leur théorie assise sur les idées doctrinales de Riemann et leurs acces- 
soires si pesants. A Cauchy inventeur, elle pouvait échapper; mais cette inad- 
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forts ajoutés a si grands frais, on croit avoir reussi cette fois a 

donner une rigueur absolue aux nouveaux raisonnements; dans 

Q 4 S A 

leur bizarrerie, dans leurs détours compliqués, Je trouve plutot 

: : : : ; : 

la preuve certaine d’un mauvais choix du point de départ (*). 

Pour lout dire, je leur préférerais encore, et de beaucoup, ce que 

Briot et Bouquet avaient fait des idées principales de Cauchy; il y 

restait assurément des points faibles, mais au moins tout y etait 
simple et facile, rien n’y était torturé. 

: oh eRe 4 

Mon point de vue est tout autre; déja Lagrange l’avait nette 

. r , 2) 
ment apercu dans sa consistance générale (*), et Abel, en s’y pla- 


vertance est moins explicable de la part de Riemann écrivant a une €poque ou 
le maniement des fonctions imaginaires était devenu une opération courante. 

(*) A priori, il n’est pas possible que ce matériel formidable soit, comme 
on parait le croire, l’instrument nécessaire a l’étude de la moindre fonction. 
A cause de cela et aussi parce que je me garde de tout emprunt aux raisonne- 
ments dont il s’agit, je juge inutile d’en faire un examen attentif; je n’en ai 
pas moins la persuasion qu’en les étudiant de prés, on y découvrirait bientét des 
points faibles dont on ne pourrait opérer la consolidation sans sortir de cet ordre 
didées. 

(*) Sur l’édition de 1813, on voit Lagrange compléter le titre de sa « Théorie 
» des fonctions » par l’épithéte « analytiques » et par cette mention : « contenant 
» les principes du Calcul différentiel, dégagés de toute consideration d’infini- 
» ment petits, d’évanouissants, de limites et de fluxions, et REDUITS A L’ANA- 
» LYSE ALGEBRIQUE DES QUANTITES FINIES ». L’Introduction commence par cette 
phrase : « On appelle foncéion d’une ou plusieurs quantités TOUTE EXPRESSION DE 
» CALCUL dans laquelle ces quantités entrent d’une maniére quelconque...»; plus 
loin (p. 5) elle contient ce passage caractéristique : « Dans un Mémoire imprimé 
» parmi ceux de l’Académie de Berlin en 1772... j’avancai que LA THEORIE DU 
» DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIE CONTENAIT LES VRAIS PRINCIPES DU 
» CALCUL DIFFERENTIEL...». Dés les premiéres lignes de cet Ouvrage, comme aussi 
dans ses Lecons sur le Calcul des fonctions, Lagrange donne effectivement un 
corps 4 cette idée en employant exclusivement les séries a la génération des déri- 
vées des fonctions, ainsi qu’a leur combinaison. 

La pensée de Lagrange se manifeste avec la derniére clarté : contrairement a 
ce que l’on s’est toujours plu a prétendre, les fonctions sont, non pas des étres de 
raison a considérer indépendamment de leur origine positive, mais bien des 
objets analytiques, des résultats de calculs, a traiter comme la premiére venue 
des expressions algébriques; ce n’est pas la continuité (fluxions, etc.) qui peut 
fournir les vrais principes, c’est analyse algebrique des quantités finies, en 
dautres termes, l’analyse courante. Finalement, les dérivées ne doivent pas étre 
considérées comme des limites de rapports; c’est dans les séries quwil faut tout a 
Ja fois chercher leur définition, et des moyens de démonstration pour les propo- 
sitions les concernant. 

Cette intuition est pour moi un véritable trait de génie, furmulée avec tant de 
précision, tant de hardiesse, 4 une époque ot I’on ignorait jusqu’a ja régle de 
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gant asa maniére, avait pu donner la premiére théorie solide qui ait 
existé en Analyse infinitésimale ('°). Dans toutes les spéculations 
analytiques ayant eu un autre but que la satisfaction d’une curio- 
sité stérile, et aux termes mémes de la définition de Lagrange 
[voir note (°)], les fonctions se sont invariablement présentées 
comme « expressions de calcul », caractére dont les observa- 
tions suivanles complétent la spécification. D’abord les calculs 
en question, si compliqués qu’ils soient, se réduisent toujours a 
des combinaisons variées de deux opérations fondamentales seu- 
lement, savoir : la Composition des fonctions et VIntégration 
des équations différentielles (j’omets la résolution d’équations 
Jinies, parce qu’elle se raméne immédiatement a des inlégrations; 
je passe également sous silence quelques développements spéciaux 
que l’on rencontre dans les monographies, mais qui sont en nombre 
fort petit et qui se traitent par les mémes moyens exactement). 
Enfin, chacun de ces calculs n’implique jamais, comme fonctions 
données, que des polyndémes entiers et des fonctions engendrées 
a partir d’eux par quelque enchainement des opérations dont il 
s'agit. Cela étant, il suffit de rendre libre cours aux conséquences 
de cette filiation spéciale pour arriver avec la derni¢re rigueur a la 
certitude que toutes les fonctions analytiques possédent la pro- 
priété commune devinée par Lagrange (loc. cit.) d’étre toujours 


convergence des séries entiéres. On sait qu’elle est restée lettre morte; cependant 
Lagrange était alors au point culminant de sa glorieuse carriére, ayant fourni 
mille preuves que la streté de son vigoureux esprit égalait sa profondeur et sa 
tranquille fécondité. 

m(m—tr) 


: eke m 
(*) Dans son Mémoire Recherche sur la:serie 1+ ee ++ aa oe 


(Journal de Crelle, t. 1, 1826), Abel commence par déclarer vicieuses toutes les 
démonstrations connues de la formule du Bindme pour un exposant non entier 
positif; puis il les remplace en rompant magistralement avec une routine dont il 
reste trop de vestiges. Considérant en elles-mémes la série en question et toutes 
celles du méme genre (dites entiéres aujourd’hui), il assigne les conditions géné- 
rales de leur convergence, vérifie qu’entre ces limites elles se combinent comme 
de simples polyndmes, et trouve ainsi a celle du Bindme, des propriétés spéciales 
assurant l’égalité de sa somme a la valeur de la fonction a développer. 

Cette piéce est empreinte de la puissance, de l’originalité, de la pondération 
en méme temps, qui distinguent les productions d’Abel; longtemps aprés sa publi- 
cation on s’est apercu qu’elle contenait les fondements naturels de la théorie des 
séries entiéres; mais cela n’a rien changé aux idées favorites sur la formule du 
Binome, idées consistant a la déduire de celle de Taylor entendue tantot comme 
jeale rappelais dans la note (7), tantot comme on I’a fait depuis Cauchy. 
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développables en séries entiéres, autrement dit par la formule 
de Taylor, sauf dans des cas exceptionnets dont la détermina- 
tion se fait a priori. Substituant cette propriété générale a la con- 
tinuité, 4 la monogénéité, etc., je la choisis pour base unique de 
tous les raisonnements, et, comme ceux qui servent a létablir, 
ils prennentaussitot la solidité et la facilité des démonstrations les 
plus élémentaires de l’Arithmétique et de PAlgébre. 

Par leur simplicité méme, ces idées choqueront plus d’un lec- 
teur; on les trouvera moins étranges peut-étre quand j’aurai 
raconté comment j’y suis arrivé. Ayant toujours été frappé de 
Vaisance des énoncés et du raisonnement dans la Théorie des 
fonctions doublement périodiques de Briot et Bouquet, Ouvrage 
publié en 185g et montrant ces qualités d’une maniére soutenue 
pour la premiére fois (''), j’ai tenu a en faire bénéficier l’ensei- 
enement dont j’ai été chargé a Dijon, ot je professe encore, a la 


§ 
fin de 1867, époque ou ces nouveaulés étaient fort peu gottées. 


IY) 
Mais auparavant j'ai voulu aussi donner aux démonstrations fon- 
damentales la rigueur qui leur manquait, sans laquelle il faut 
conyenir que rien n’est bon en Mathématiques. Mes principales 
réflexions se portérent sur le théoréme « singulier » de Cauchy, 
celui quil croyait « réduire simplement la loi de convergence a Ja 
» loi de continuité » [vozr note (*)], théoréme que Briot et Bou- 
quet avaient creusé avec une persévérance extraordinaire. Pour 
les conditions expresses que la fonction a développer doit remplir, 
ils se sont arrétés 4 quatre seulement, savoir celles d’étre finie, 
continue, monodrome et monogéne, que l'on retrouve, sous telles 
ou telles autres dénominations, dans toutes les publications posté- 
rieures, les miennes exceptées. Pour chaque nouvelle fonction a 
développer, par exemple pour l’intégrale d’une équation différen- 
tielle donnée, il ne restait plus ainsi qu’a constater préalablement 
la possession de ces quatre propriétés fondamentales. Or, bien 
loin d’opérer cette constatation en détail, de recourir, pour la 
monogénéité par exemple, aux équations aux dérivés partielles, 


(1) « La simplicité et luniformitlé des raisonnements font de cette théorie une 
» des plus attrayantes et des plus parfaites de l’Analyse mathématique » (E. Picarp 

Wee F ? 
Traité d’Analyse, t. Il, p. 7, 1892). Une Note ajoutée par M. Picard montre 
qwil avait principalement en yue l’Ouvrage dont je parle. 
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caractérisant la partie réelle et le coefficient de \/— 1 dans la valeur 
de la fonction disloquée en ces deux éléments, Briot et Bouquet 
procédaient comme il suit : sans aucune intervention de ces équa- 
itons aux dérivées partielles, ils démontraient (ceci rigoureuse- 
ment) que la somme d’une série entiére est une fonction monogéne 
de la variable, puis, combinant cette remarque avec un autre théo- 
réme de Cauchy affirmant (d’une maniére bien moins précise ) 
pour lintégrale de ’équation différentielle considérée, la possibi- 
lité d’étre représentée par une série entiére dont la convergence 
a leu dans le voisinage immédiat seulement des valeurs ini- 
tiales, ils concluaient que cette intégrale était monogéne, en outre 
pour la méme raison finite, continue, etc., partant justiciable de 
théoreme « singulier » de Cauchy. La monogénéité et le surplus 
n’ étaient donc, en fait, que certaines considérations interposées 
d une maniére essentiellement transitoire entre la convergence, 
d’abord trés étroite, dune série entiére, et la convergence 
damplitude maximum de la méme série. Cette observation 
faite, la pensée m’est venue aussit6t de supprimer ces notions 
parasites de continuité, monogénéilé, etc., et de chercher des 
moyens directs pour opérer sans elles le rattachement mutuel de 
ces deux sortes de convergence. J'ai réussi 4 Jes découvrir dans 
la simple transformation des séries, appuyée sur un lemme fonda- 
mental de Cauchy, entendu toutefois et établi d’une maniére diffé- 
rente, en rompant définitivement avec ces inlégrations monotones 
sur des cercles (c’est le théoréme du n° 201 de ce Volume). La 
justesse de mes présomptions ayant été confirmée par le succés de 
cette démonstration, j aientrepris au méme point de vue la refonte 
des principes de la théorie des fonctions; c’est ce qu’on va lire. 

De cette maniére, la continuité devient pour toute fonction ce 
quelle est pour les polynémes entiers, une propriété trés secon- 
daire. Les dérivées se définissent, se calculent, s’entremélent dans 
les expressions différentielles comme Lagrange le voulait, c’est- 
a-dire par le simple jeu des opérations vulgaires de l’Algébre, et 
la certitude de leur existence devenue tangible dispense de toute 
restriction 4 leur égard. Il n’y a donc plus a se préoccuper des 
fonctions discontinues, sans dérivées, non intégrables, ni de 
V’équation de Laplace, du Principe de Dirichlet, etc., et le mot 
monogéne devient si complétement inutile que je n’ai pas a le 
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prononcer une seule fois. En méme temps, se trouve expliqué de 
lui-méme le caractére exclusivement algébrique de toutes les 
formules de |’Analyse infinitésimale, que la conception tradition- 
nelle des fonctions laisserait a l’état d’énigme indéchiffrable. 

Tout alheure je disais qu’en procédant ainsi on rendait Jes rai- 
sonnements sirs et faciles. Je puis ajouter qu’ils se modélent exac- 
tement sur ceux dont on peut se contenter quand, au lieu de fonc- 
tions quelconques, il s’agit de simples polynédmes entiers; il en 
résulte pour toute la théorie des fonctions une grande uniformité 
et une ressemblance frappante avec l’Algebre pure. A ces avantages 
s’en joint un autre que je ne juge pas moins précieux en théorie : 
c’est d’expliquer, en le légitimant @ priori, le rdle imposant que 
Jes quantités imaginaires sont arrivées a jouer dans des questions 
réputées étrangéres a l’Algébre proprement dite. La conception 
de Cauchy, toujours en faveur, consiste a voir dans une fonction 
imaginaire, un accouplement fortuzt de deux fonctions réelles des 
quantités, réelles aussi, qui avaient été accouplées dans les va- 
riables. Elle n’en est pas moins artificielle et incommode, témoin 
en particulier les développements que Riemann et son école en 
ont fait sortur. Les quantités imaginaires s’imposent en Algébre, 
uniquement parce qu’elles permettent la décomposition complete 
en facteurs linéaires de tout polynéme entier a une seule variable, 
qu’ainsi elles laissent libre jeu aux artifices sans nombre dont 
cette décomposition est la base; elles s‘imposent donc aussi 
bien en Analyse générale, puisque toute fonction méritant atten- 
tion est représentable par une série entiére, limite de quelque 
polynéme, qu'elle nait d’un calcul algébrique, que par suite il 
suffit de rendre imaginaires les valeurs des variables ou des con- 
stantes du calcul, pour obtenir la valeur correspondante de la 
fonction, sans le plus léger changement dans sa conception 
originaire. 

Et méme ce mot « s’impose » est beaucoup trop absolu; il est 
effecivement digne de remarque que, sauf de trés légéres modi- 
fications dans le vocabulaire, les mémes moyens exactement, 
c’est-a-dire la prise en considération systématique de la pee 
lité pour toute fonction analytique d’étre developpée en une série 
enliere, permettraient de faire aussi solide, aussi bien appropriée 
aux applications, la théorie complete des fonctions réelles de va- 
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riables réelles exclusivement aussi. A cela on ne perdrait que la 
connaissance a priori des limites extrémes de la convergence de 
chaque développement. Mais pour la théorie, tant soit peu pour 
Ja pratique encore, ce serait une perte considérable, sans compen- 
sation, et, pas plus en Analyse générale qu’en Algébre pure, on ne 
peut songer désormais a dénier aux quantités imaginaires un droit 
de cité gagné par de brillants services. 

Des considérations d’un ordre tout autre justifient encore la 
théorie des fonctions basée sur les séries, et pourront la recomman- 
der a lattention méme des hommes de science qu’intéressent 
plutét les applications des Mathématiques. Sauf peut-étre dans 
quelques spéculations de la haute Physique analytique, aucune 
de ces fonctions sans dérivées, etc., n’a jusqu’ici représenté un 
phénomeéne naturel. Ceux-ci au contraire se sont toujours pliés a 
des formules construites soit exactement avec des fonctions obéis- 
sant a la loi de Lagrange, soit imparfaitement avec de pareilles 
fonctions ou plus souyent avec de simples polynémes dont, par 
Padjonction seulement de quelques termes, on a pu rendre l’adap- 
tation aux résultats des observations aussi parfaite que nos sens 
Vexigeaient. Or ces polynémes ne sont évidemment que les groupes 
des premiers termes dans des séries entiéres dont les sommes four- 
niraient rigoureusement les lois mathématiques des phénomeénes. 
D’ou cette conséquence vérifiée par l’exactitude expérimentale des 
mille formules que les physiciens ont découvertes en l’admettant : 
Tout phénomeéne naturel est représentable exactement par des 
séries entteres, approximativement par leurs premiers termes 
dont des observations de plus en plus précises fournissent empt- 
riquement les coefficients dans l’ordre méme ot l Analyse les 
range. Ma théorie des fonctions revét done naturellement la 
forme qui convient aux recherches expérimentales, et la coinci- 
dence est expliquée d’avance par ce que j’ai dit plus haut sur la 
génération successive des vraies fonctions a partir des calculs vul- 
gaires, éléments inéluctables de toute mesure, de toute spécula- 


tion scientifique. 


Avant d’entrer en matiére, j’ai des devoirs bien agréables a 
remplir : celui d’offrir tout d’abord 4 M. Liard, le chef éminent 
de notre Enseignement supérieur, les vifs remerciments que Je 
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dois 4 Administration de I’Instruction publique pour le haut 
encouragement accordé 4 ma publication, celui de remercier 
ensuite MM. Gauthier-Villars et fils qui ont fait a celte nouveauté 
Vhonneur de lui préter leurs admirables presses, de remercier en 
méme temps deux de mes plus chers éléves, M. Pabbé Boudier, 
professeur a l’Ecole Saint-Francois de Sales 4 Dijon, et M. Brice 
Collin, professeur agrégé au Lycée de Nantes, quin’ont pas reculé 
devant la pénible tache de travailler encore avec moi pour écarter 
de ces volumes des fautes de tous genres. Dans l’expression de 
ma reconnaissance, je ne dois pas oublier non plus M. Duport, 
mon excellent collégue, qui a bien voulu se charger de diriger 
impression s’il me devenait impossible d’en porter le fardeau 
jusqu’au bout. 


Je demande maintenant la permission de rappeler certaines dates, de 
présenter quelques observations au sujet de diverses appréciations qui 
intéressent directement ou indirectement mes publications antérieures sur 
les questions traitées dans cet Ouvrage. Mais plus d’une erreur pourra 
m’échapper a cause de l’insuffisance de mes lectures; elle seule, avec le 
manque d’espace, m’a fait renoncer a essayer de faire la part revenant a 
chacun dans la découverte des faits que j’expose. On voudra donc bien 
considérer ce que je vais dire comme l’expression de ce que je suppose 
vrai, et non comme des affirmations dont l’exactitude serait certaine. 


Les propositions fondamentales de ma théorie des fonctions, nouvelles 
par la forme et les moyens de démonstrations, nouvelles aussi, mais en 
partie seulement, par le fond, ont été l’objet d’une communication verbale 
faite par moi en avril 1868 au Congrés des Sociétés savantes a Paris, et d’une 
Note publiée aussitét dans la Revue des Sociétés savantes (Sciences mathé- 
matiques, physiques et naturelles, t. If], année 1868, p. 37 et p. 133) sous 
le titre : Remarques nouvelles sur les points fondamentaux du Calcul 
infinitésimal et sur la théorie du développement des fonctions en séries. 
Elles ont été développées et complétées par beaucoup d’autres dans mon 
Nouveau Précis d’Analyse infinitésimale, publié en juillet 1872, qui 
peut étre considéré comme une ébauche du présent Ouvrage. Depuis la 
rentrée scolaire de 1869, mes lecons publiques n’ont été que l’exposition 
du contenu de ce petit livre, et de ce que j’y ai successivement ajouté en 
m’attachant de plus en plus a cette maniére de voir. Actuellement j’y fais 
entrer presque textuellement toutes les parties du présent Ouvrage qui 
n’exigent pas une dépense de temps disproportionnée a leur utilité pour 
les candidats a la Licence. 


Dans le Bulletin des Sciences mathématiques (t. HI, p. 265; 18-2) 


a 
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M. Bouquet a écrit: « J’ai reconnu depuis longtemps que la méthode dont 
» nous nous sommes servis, M. Briot et moi, pour démontrer l’exis- 
» tence des intégrales synectiques d’un systéme d’équations différentielles 
» simultanées, est encore applicable avec quelques modifications, dans 
» le cas dun systéme d’équations différentielles totales. L’énoncé de cette 
» proposition a été communiqué a diverses personnes et en particu- 
» ler & M. Méray; la publication du Précis d’Analyse me montre que 
» auteur n’a pas conservé le souvenir de notre entretien. Voici la démon- 
» stration.... » 

Il ne s’était passé que ceci : un jour ou deux avant sa communica- 
tion au Congrés des Sociétés savantes, j’avais soumis a M. Briot la Note 
@avril 1868 dont je parlais a l’'instant et quicontient l’énoncé du théoréme 
en question. M. Briot me dit aussitét: « Bouquet a déja trouvé cela; ce 
sont les singularités des intégrales qui nous échappent », et vraisemblable- 
ment M. Bouquet maura confirmé ensuite la méme chose. Mais au moment 
ou j’apportais ainsi ’énoncé de ce théoréme, M. Bouquet n’avait encore 
rien publié; auparavant j’ignorais complétement qu'il s’en fit occupé, et 
jen possédais bien entendu la démonstration, celle qu’on peut lire a la 
page 143 de mon Nouveau Précis. Par le choix spécial de la fonction 
auxiliaire que ensemble de ma théorie m’imposait, elle différe essentielle- 
ment de celle de M. Bouquet publicée a la suite de sa réclamation, plu- 
steurs années aprés ma Note, plusieurs mots aprés mon livre. Au surplus, 
Pexistence des intégrales en question n’étant que l’une de ces mille vérités 
banales, considérées comme évidentes dans l’ancienne Analyse, la simple 
communication de l’énoncé dont je parle ne pouvail mettre personne 
sur la voie de la démonstration qui, seule, était intéressante a connaitre. 
M. Bouquet a trouvé la sienne de son cété, je n’en ai jamais doulté, mais 
il reconnait implicitement qu’edle, tl ne me l’a pas communiquée. 

On yoit ainsi que M. Bouquet n’a pu m/’aider a découvrir rien de ce 
théoréme, et que j’en ai tout publié avant lui, Je l’ai rappelé sur-le-champ 
a cet homme éminent dont je posséde encore la réponse amicale; mais 
il m’avait honoré de ses bontés, et je n’ai pas voulu rendre ma protestation 
publique. On voit encore l’erreur des auteurs qui ont attribué ce théoréme 
aM. Bouquet exclusivement (H. Laurent, 7raité d’ Analyse, t. VI, p. 121, 
1890. — C. Bourret, Thése, 1891, etc.) On le retrouvera demontré tout 
autrement au n° 304 du présent Volume. 


Dans la deuxiéme édition de leur Théorie des fonctions elliptiques, 
p. 336, 1875, MM. Briot et Bouquet ne nomment personne a propos de la 
réduction de la théorie des fonctions implicites a celle des fonctions inté- 
erales d’un systéme d’équations différentielles totales auxiliaires dont la 
formation est instantanée (voir n° 307 de ce Volume), réduction a laquelle 
ils paraissent au surplus n’avoir jamais attaché d’importance. Ayant sur 
ce point un sentiment tout a fait opposé, je tiens a faire remarquer que 
cette: réduction, avec toul ce qui s’ensuit, avait été exécutée par moi, 
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et pour la premiére fois 4 ma connaissance, dans ma Communication 
d’avril 1868 au Congrés des Sociétés savantes, puis dans tous mes cours 
et dans mon Nouveau Précis. On remarquera encore qu’a l’encontre de 
opinion de M. Poincaré (voir p. xxu, tnf.), les mémes auteurs ne songent 
pas un instant a attribuer rien de ce genre a Cauchy, dont cependant ils 
ont étudié et vanté les travaux avec autant d’ardeur que personne. 


Dans le Bulletin des Sciences mathématiques (t. IV, p. 24; 1873) 
M. H. Laurent a analysé mon Nouveau Précis avec une indulgence dont 
je lui suis toujours reconnaissant. J’ai toutefois des observations a lui 
soumettre. 

M. Laurent écrit (p. 25, 1. 4) : « Le titre de ’Ouvrage... semblerait 
» indiquer de la part de M. Méray l’intention d’en faire la base du Calcul 
» infinitésimal; c’est ce qu’il nous est impossible d’admettre. I] est bien 
» évident qu’en toute rigueur les principes les plus élémentaires de 
» L’Arithmétique, de l’Algébre et de la Géométrie suffisent pour dé- 
» montrer toutes les propositions du Nouveau Précis; mais les méthodes 
» employées dans cet Ouvrage sont tellement subtiles, tellement délicates, 
» qu’elles ne sauraient étre bien comprises que par des personnes déja fami- 
» harisées avec les spéculations de la haute Analyse... il faut... ne pas 
» rompre brusquement avec des habitudes consacrées par une longue expé- 
» rience.» Ces appréhensions sur la valeur didactique de mes méthodes ont 
été heureusement contredites par les résultats constants de l’expérience 
faite dans mon amphithéatre pendant vingt-quatre ans déja, comme je le 
disais tout a ’heure. M. Laurent lui-méme a expliqué ces résultats d’avance 
par les mots que j’ai soulignés, par ceux aussi qu’il a bien youlu écrire 
plus loin (p. 27, 1. 20): « Ce travail se fait surtout remarquer par la r7gueur 
» et par l’élégance des démonstrations.... » Il est vrai que, mes éléves et 
moi, nous sommes un peu génés au début, par la nécessité de « rompre 
» brusquement » avec les « habitudes » de l’enseignement secondaire; mais 
ce n’est pas ma faute si elles sont mauvaises au point de rendre une rupture 
nécessaire. Mon bienveillant critique se récrie sur la « subtilité » de mes 
méthodes; ce reproche me paraitrait plus justement mérité par les con- - 
ceptions de l’école de Riemann sur les fonctions imaginaires, a l’exposi- 
tion desquelles M. Laurent a consacré tout un chapitre de son beau livre 
(Traité d’Analyse, t. VI, p. 255; 1890). 

Plus loin (p. 27, 1. 24): « En nous placant a un autre point de vue, 
» nous regrettons que M. Méray n’ait pas employé le mot fonction dans 
» une acception plus générale. Que deviennent, en adoptant sa méthode, 
» les fonctions définies par les phénoménes physiques..., les séries de Fou- 
» rier, etc.? » Celles qui représentent les phénoménes dont la nature edle- 
méme nous offre le spectacle ont le sort commun consistant a élre déve- 
loppables en séries entiéres, etc.; telles nous les trouvons invariablement 
dans les formules de Newton, de Fresnel, d’Ampére, de Faraday, de tous 
les vrais physiciens. Quant a celles qui ne se plieraient pas a cette loi, je 
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les tiens pour incapables de représenter un phénoméne physique obser- 
vable ailleurs que sur le papier. 


La théorie des nombres incommensurables, qui occupe les premiécres 
pages de mon Nouveau Précis (juill. 1872) et que l’on retrouvera dans le 
Chap. II du présent Volume, a été attribuée a M. Heine pour son invention, 
a MM. Lipschitz, du Bois-Reymond, G, Cantor pour ses premiers emplois, 
(voir Introduction a la théorie des fonctions d’une variable, par M. Tan- 
nery, p- Ix, 1886). Le Mémoire de M. Heine, intitulé Die Elemente der 
Functionenlehre se trouve dans le t. LXXIV du Journal fiir die reine, etc. 
(Crelle et Borchardt) avec la date de 1872 aussi; mais trois ans auparavant 
javais exposé la méme théorie tout au long, aprés avoir communiquée 
au Congrés, dans la Repue des Sociétés savantes (Sciences mathémati- 
ques, etc., t. IV, p. 284; 1869). Ma Note a pour titre: Remarques sur la 
nature des quantités dé finies par la condition de servir de limite a des 
variables données. Je ne puis prononcer le nom de M. Tannery sans 
songer aux mentions bienveillantes dont lui et M. Molk ont honoré mon 
enseignement et quelques-uns de mes travaux, dans leur bel Ouvrage en 
cours de publication sous le titre : Eléments de la théorie des fonctions 
elliptiques; je prie MM. Tannery et Molk d’agréer tous mes remerci- 
ments. 


Aux pages 53 et 23 de son Mémoire Sur le probléme des trois corps, etc. 
(Acta Mathematica, 13: 1 et 2, 1890), M. Poincaré, s’appuyant princi- 
palement sur un article de Cauchy inséré dans les Comptes rendus (t. XIV, 
p- 1020, 1842), lui attribue lidée d’avoir ratiaché directement l'existence 
de toute nouvelle fonction, la convergence de son développement par la 
formule de Taylor, a la stmple propriété, pour les fonctions connues 
engagées dans les équations génératrices, d’étre elles-mémes développables 
de cette maniére; or cette idée est précisément celle que je revendique 
comme mienne, ainsi que le mérite de l’avoir assise sur des raisonnements 
pour la premiére fois simples et irréprochables. Et méme M. Poincaré 
(p. 23) place dans la bouche de Cauchy le ¢eate de l’énoncé sur les fone- 
tions implicites que j’ai communiqué en avril 1868 au Congrés des Sociétés 
savantes (voir p. XX), dont j’ai donné la démonstration en 1872 au n° 144 de 
mon Nouveau Précis. 

Nul mignore que la plus grande part revient 4 Cauchy dans les décou— 
vertes dont les conséquences tirent peu a peu les principes de l’Analyse 
infinitésimale, de l’obscurité profonde ov ils étaient enfouis; mais M. Poin- 
caré se trompe certainement en allant aussi loin qu’il le fait. Si l’on jette 
en effet un coup d’eil sur cet article des Comptes rendus, on constatera 
immédiatement que la sewle propriété supposée par Cauchy aux fonctions 
sur lesquelles il raisonne est celle « de rester fonctions continues des 
» arguments et des modules » des accroissements imaginaires attribués aux 
variables, nullement celle d’étre elles-mémes développables, 
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En outre, le méme article ne contient rien absolument sur les fonctions 
implicites, et M. Poincaré ne dit pas ot il a trouve Pénoneé quil rapporte: 
Je ne puis croire que ce soit dans un Mémoire de Cauchy; car, si ses idées 
sur les fonctions implicites eussent eu une pareille netteteé, ce grand homme, 
dans son Mémoire sur la nature et les propriétés des racines d’une équa- 
tion qui renferme un paramétre variable publié vers la méme époque 
(Ezercices d’An. et de Ph. mathématiques, t. 1, p. 109, 1841), n’aurait 
pas eu recours pour la résolution de la simple équation JE (Gi5 P) =O © 
des considérations pénibles, n’impliquant en aucune facon le dévelop- 
pement préalable de la fonction F(a, t).On obseryera encore que huit 
ans aprés on en était toujours au méme point, car a la page 366 de ses 
Recherches sur les fonctions algébriques (Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, t. XV, 1850), Puiseux ne trouve que dans ce dernier 
Mémoire de Cauchy l’appui dont sa théorie particuliére avait besoin. 
J’ajoute enfin que, si l’opinion de M. Poincaré était fondée, MM. Briot et 
Bouquet, qui avaient étudié Cauchy toute leur vie, qui professaient pour 
Jui une admiration sans bornes, dont lun m’a contesté un théoréme connexe 
(voir p. XX), auraient tout au moins réclamé a son profit la priorité de la 
théorie générale dont je leur ai communiqué la substance en avril 1868 
(voir p. Xx1), que j’ai développée quatre ans plus tard dansmon Nouveau. 
Précis. J’ai déja fait remarquer qu’en écrivant postérieurement sur le 
méme théoréme, ils ne ont pas attribué davantage a Cauchy (V. p. xxit). 


J’ai lu les lignes suivantes dans un Mémoire récent de M. Riquier Sur 
les principes de la théorie générale des fonctions (Annales scientt- 
Jfiques de UE'cole Normale supérieure, 3° série, t. VIL, 1891) : « Depuis 
» un certain nombre d’années, quelques géométres, jugeant défectueuses 
» les méthodes couramment employées dans l’enseignement du Calcul infi- 
» nitésimal, ont essayé de l’asseoir sur une base nouvelle, et de faire 
» reposer la théorie générale des fonctions sur les propriétés des séries 
» entiéres. Nous devyons citer au premier rang MM. Weierstrass et Méray, 
» qui, sans connaitre les travaux l’un de l’autre, s’étaient rencontrés dans 
» la méme voie. M. Weierstrass n’ayant publié aucun Ouvrage d’ensemble 
» sur la théorie des fonctions et s’étant borné a la développer dans des 
» lecons orales, nous ignorons de quelle facon et dans quelles limites 
» l'éminent géométre pense que l’on doive tirer parti de cette idée. Quant 
» ala méthode de M. Méray, qui se trouve exposée succinctement, mais 
» complétement, dans un Ouvrage publié en 1872, elle nous a paru, et de 
» beaucoup, supéricure aux méthodes courantes. Telle qu’elle est cepen- 
» dant... ». Malgré la haute valeur des travaux de M. Weierstrass, je n’en 
connais aucun, comme M. Riquier le dit fort exactement; il faut excepter, 
bien entendu, ce qui en a passé dans les publications francaises faites 
ex professo, et encore ai-je trop peu lu ces derniéres. Mais M. Riquier 
ne semble pas connaitre mieux que moi les travaux de Villustre géométre 
de Berlin, ni ses legons non plus, puisqu’il déclare « ignorer de quelle 
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facon, etc. »; je m’étonne donc qu’il m’ait attribué dans des termes aussi 
absolus ’honneur de m’étre rencontré avec M. Weierstrass, plutét que 
celui de avoir précédé ou suivi. A ceux qui voudraient en décider sur 
des informations moins vagues, je répéterais qu’en avril 1868 je possédais 
les démonstrations de tous les énoncés publiés aussitét par la Revue des 
Sociétés savantes (voir p.xx), telles que je les ai exposées chaque année 
dans mes cours publics a partir de la rentrée de 1869, puis dans mon 
Nouveau Précis en 1872. Dés la méme époque (commencement de 1868) 
Javais imaginé notamment la fonction auxiliaire employée au n° 137 de 
ce dernier Ouvrage (dite mayorante au n° 300 du présent Volume), fonc- 
tion renfermant celles que M. Bouquet a employées dans sa démonstration 
mentionnée a la p. xx1, et dont plusieurs personnes (avec ou sans fonde- 
ment, je ignore) ont attribué la premiére idée 4 M. Weierstrass (voir 
Poincaré, Mémoire cité, p. 14; E. Picard, Traité d’Analyse, t. I, 
P2320 CC). 

Jai été trés sensible aux appréciations élogieuses que M. Riquier a bien 
voulu émettre sur mes théories, et je lui en renouvelle tous mes remerci- 
ments. Je dois ajouter au sujet de son Mémoire une autre observation sur 
laquelle j’attire attention de ceux qui vont me lire. Aprés avoir honoré 
mon Nouveau Précis Vune étude minutieuse dont témoignent ses cita- 
tions multipliées, aprés avoir honoré d’un examen non moins soigneux 
la premiére Partie de mon Ouvrage actuel dont il a eu longtemps le ma- 
nuscrit entre les mains, M. Riquier n’a eu a formuler que les quatre 
légéres critiques résumées comme principales dans le préambule de son 
travail. Je m’estimerai heureux si mes nouveaux lecteurs ne trouvent pas 
plus de fautes a me reprocher. Cette adhésion implicite de M. Riquier sur 
le fond de mes théories m’a fait vivement regretter qu’il se soit séparé de 
moi sur la forme, en s’engageant, pour l’améliorer, dans des considéra- 
tions ot il m’a été impossible de le suivre. 
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PRINCIPALES PUBLICATIONS DU MEME AUTEUR. 


Nouvelles Annales de Mathématiques. 


Théorie géométrique de la parabole (1 série, t. XU, 1854). 

+Théorie élémentaire des fractions, dégagée de toute considération 
impliquant soit la subdivision de Vunité abstraite, soit lVinter- 
vention des grandeurs concrétes. — Son application a la spécifi- 
cation mathématique de ces derniéres (3° série, t. VIII, 1889). 


+Sur quelques perfectionnements dont serait susceptible l’exposttion 
de la théorte des quantités négatives (3° série, t. IX, 1890). 


+Sur la discussion et la classification des surfaces du deuxieme degré 
(3&sserie, ta XL 8993): 


Comptes rendus de Académie des Sciences. 


Mémoire sur les fonctions doublement périodig ues, monogénes et mono- 
dromes (t. XL, 1855). 


Sur des systémes d’équations aux dérivées partielles, qui sont dé- 
pourevus d’intégrales, contratrement a toute préviston (t. CVI, 1888). 


Annali di Matematica pura ed applicata. 


Mémoire sur la théorie des surfaces du second ordre (1* série, 
t. I, 1860). 


Annales scientifiques de ’Ecole Normale supérieure. 


Extension aux équations simultanées des formules de Newton pour 


le calcul des sommes de puissances semblables des racines d’une 
équation entiére (1™ série, t. IV, 1867). 


Observations sur deux points du Calcul des variations (2° série, 
t. VI, 1877). 


Essat sur le calcul des quantités associées en systémes et sur son appli- 


PRINCIPALES PUBLICATIONS DU MEME AUTEUR. XXVII 
cation a la théorie des équations simultanées (2° série, t. VII, 1879). 


Solution du probléme général del’ Analyse indéterminée du premier 
degré (2° série, t. XII, £883). 


Sur Vexistence effective des deux périodes des fonctions elliptiques 
(3° série, t. T, 1884). 


Observations sur la légitimité de l’interpolation (3° série, t. I, 1884). 


Décomposition des polynémes entiers a plusieurs variables en éléments 
linéatres (2° série, t. H, 1885). 


tSur la convergence des développements des intégrales ordinaires 
@un systéme d’équations différentielles totales (avec la collabora- 
tion de M. Riquier) (3° série, t. VI, 1889). 


tSur la convergence des développements des intégrales ordinaires 
aun systéme d’équations différentielles partielles (avec la collabo- 
ration de M. Riquier) (3° série, t. VII, 1890). 


Extension de la méthode de Jacobi pour intégrer une seule équation 
aux dérivées partielles a une fonction inconnue dont les dérivées 
y entrent linéairement, au cas d’unsystéme passif d’équations de 
cette sorte en nombre quelconque (3° série, t. VII, 1890). 


Revue des Sociét4s savantes (Sciences mathématiques, physiques 
et naturelles). 


Remarques nouvelles sur les points fondamentaux du Calcul infi- 
nitésimal et sur la théorie du développement des fonctions en séries 
(2° série, t. III, 1868). 


Remarques sur la nature des quantités définies par la condition de 
servir de limites a des variables données (2° série, t. IV, 1869). 


Journal de Mathématiques pures et appliquées. 
+Exposition nouvelle de la théorie des formes linéaires et des déter- 
minants (3° série, t. X, 1884). 


Bulletin des Sciences mathématiques. 


Sur Vintégration des équations différentielles linéaires a coefficients 
constants (2° série, t. XII, 1888). 


Sur Vimpossibilité de franchir par la formule de Taylor les cercles 
de convergence de certaines séries entiéres (2° série, t. XII, 1888). 
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Démonstration élémentaire d’un lemme fondamental de Cauchy 
(2% série, t. XV, 1891): 

|+Méthode directe, fondée sur l’emplot des séries, pour prouver Vexis- 
tence des racines des équations entiéres a une inconnue, par la 
simple exécution de leur calcul numérique (2° série, t. XV, 1891). 


Revue bourguignonne de l’Enseignement supérieur. 


Théorie des radicaux, fondée exclusivement sur les propriétés géné- 
rales des séries entiéres (t. I, 1891). 
Considérations sur l’enseignement des Mathématiques (t. II, 1892). 


Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse. 


tThéorte analytique du logarithme népérien et de la fonction expo- 
nentielle (t. IV, 1891). 


EN VENTE A LA LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS ET FILS : 


Nouveau Précis d’Analyse infinitésimale, 1872. 
Nouveaur Eléments de Géométrie, 1874. 


Et les Mémoires ci-dessus dont les titres sont précédés du signe +. 
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Renoncant a méler sans cesse la Géométrie a PAnalyse, les 
petites applications aux grandes théories, a éparpiller partout les 
propriétés d’une méme fonction, j’ai adopté pour les matiéres une 
disposition nouvelle consistant & rapprocher tout ce qui se lie 
naturellement, et autant que possible tout ce qui se ressemble. 
Pour l’enseignement oral il peut en résulter quelques inconvé- 
nients, mais ils sontinsignifiants a cété de la force et de la netteté 
avec laquelle les grands faits analytiques s’impriment ainsi dans 
esprit des jeunes gens. Il faut bien en arriver pourtant a trailer 
ceux-ci autrement que comme des enfants a iniltier aux quatre 
régles, et pour moi ce n’est encore pas assez tét. L’espace dont je 
pouvais disposer se trouvant limité par des circonstances indé- 
pendantes de ma volonté, j’ai di le réserver 4 ce qui mérite réelle- 
ment d’étre étudié et retenu, en exclure tout le reste. C’est avec 
plaisir, je l’avoue, que j’ai sacrifié beaucoup de ces questions de 
détail sur lesquelles les forces des éléves s’épuisent sans profit 
sérieux pour leur instruction. Mais il m’est resté bien assez de 
place pour tontes les ihéories analytiques et géométriques du pro- 
gramme de la Licence, que j’ai développées au prorata de leur 
importance; j’ai méme pu y ajouter bien des choses intéressantes, 
qui lui sont étrangéres (‘). Cette ordonnance m’a conduit a diviser 
l’Ouvrage en quatre Parties, dont chacune est absolument indé- 
pendante des suiyantes. 

Dans ce premier Volume se trouvent rassemblées toutes les 
propriétés générales des fonctions qui ne dépendent ni de leurs 


(‘) L’intelligence de mon Ouvrage, je le dirai en passant aux jeunes gens qui 
me feront l’honneur de I’étudier, n’exige presque pas autre chose que la pratique 
acquise du calcul algébrique élémentaire, avec la connaissance approfondie des 
équations simultanées du premier degré, ou bien, ce qui est la méme chose, des 
principes essentiels de la théorie des déterminants. 
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natures spécifiques, ni du nombre des variables; le nom d’aucune 
fonction particuliére n’y est prononcé méme une fois, a part ceux 
des polynémes entiers et des fonctions rationnelles, matériaux 
obligés de toute spéculation scientifique. Cela lui donne sans 
doute un caractére abstrait, mais aussi rien ne masque plus la 
source et l’enchainement de ces propriétés générales; }’ai tenu 
en outre a les isoler complétement pour mieux montrer qu’elles 
se peuvent tenir debout toutes seules. 

Aux théories des quantités soit incommensurables, soit imagi- 
naires, que j’al proposées depuis bien longtemps, j’ai ajouté celles 
des fractions et des quantités négatives, que j’ai publiées récem- 
ment et qui ont avec elles bien des ressemblances ('). La concep- 
tion de ces diverses fictions si utiles se trouve dégagée mainte- 
nant de toute impossibilité, de toute considération étrangére a 
l’Analyse pure. Je n’apercois rien qui puisse étre objecté a la 
maniére dont je traite ces questions si controversées de tout temps. 
Comme dans mon Nouveau Précis déja, j'ai absolument renoncé 
a la considération des arguments des quantités imaginaires, qui 
m’est inutile et qui ailleurs complique de fonctions transcendantes 
les moindres calculs algébriques. 

Dans le Chapitre V, sur les propriétés générales des séries 
enliéres (pour moi elles s’identifient avec celles de toutes les fonc- 
tions analytiques), j’ai reproduit la démonstration d’un lemme 
fondamental de Cauchy que j’ai réussi derniérement a trouver (?). 
Celle de mon Vouveau Précis était compliquée par ses appuis 
immeédiats ; les précédentes semblaient simples, mais, faisant inter- 
venir en réalité les principes les plus variés, elles laissaient a l'état 
obscur et diffus les propositions capitales dont ce lemme soutient 
le poids. Ma démonstration actuelle, tirée des faits algébriques les 
plus élémentaires, change radicalement sa portée et en fait pour 
ainsi dire un théoréme nouveau. En tout cas, elle apporte une 
amélioration, selon moi considérable, 4 toute la théorie générale 
des fonctions, car elle l’améne en contact intime avec les premiers 


(*) Les fractions et les quantités négatives, 1890. Paris, Gauthier-Villars et 
fils. 


(*) Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XV, avril 1891. Une 


observation de M. Riquier m/’ayait fait présumer la possibilité de cette démon- 
tration; j’ai dit comment dans cet article. 


a 


AVERTISSEMENT DE LA PREMIPRE PARTIE. XXXI 


éléments; elle m’a permis enfin de la débarrasser de toute allusion 
étrangére, de rejeter notamment les radicaux dans la deuxiéme 
Partie, consacrée a la monographie des fonctions d’une seule 
variable. 

J'ai pu ainsi assigner de trés bonne heure les limites maxima 
de la convergence des développements des fonctions; plus tét 
encore }’étudie avec grand soin le cheminement, ou raccordement 
indéfini de séries de Taylor construites successivement, qui est le 
second élément essentiel de la génération de toute fonction nou- 
velle. Sous le nom de Calcul inverse des dérivées j'ai placé la 
théorie des intégrales indéfinies, trés élargie, tout a cdté de celle 
des dérivées; le rapprochement me semble avantageux et tout a 
fait conforme a la nature des choses. 

Jusqu’au Chapitre VIII inclusivement, il n’est question que de 
fonctions tsolées, c’est-a-dire considérées chacune comme si nulle 
autre n’existait. Le reste du Volume est consacré aux diverses 
opérations générales qui impliquent la composition des fonctions. 

On a trés souvent a intégrer des expressions différentielles ana- 
logues a celles qu’engendre la différentiation des fonctions com- 
posées; jai donc placé a la suite de cette opération, dans le méme 
Chapitre, Vindication dela marche a suivre pour exécuter les inté- 
grations de ce genre ou pour constater leur impussibilité. Presque 
partout cette question importante est mal placée ; certains auteurs 
la passent méme sous silence, a fort peu prés. 

Dans le Chapitre X, je démontre Ja convergence des développe- 
ments élémentaires des intégrales d’un systéme d’équations dif- 
férentielles totales, par l’examen de ces développements eux- 
mémes, je veux dire sans intervention d’équations différentielles 
auxiliaires. C’est une simplification sensible de cette théorie; elle 
m’a permis en outre de ne déplacer la monographie d’aucune 
fonction particuliére. M. Riquier avait bien voulu me faire sentir 
la nécessité de démontrer catégoriquement un point secondaire 
dune certaine importance. 

Mon Nouveau Précis ne covtenait rien, pour ainsi dire, de ce 
qui compose le Chapitre XII sur les équations différenuielles 
partielles (1); ce Chapitre et celui dont je viens de parler ont fourni 


(*) Dés 1868 (ou 186g), c’est-a-dire plusicurs années avant la publication de 
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la matiére des deux Mémoires que j’ai publiés avec le concours de 
M. Riquier (Annales scientifiques de l’Ecole Normale supé- 
rieure, t. VI, 1889, et t. VII, 1890). 

En approfondissant dans le dernier Chapitre les propriétés 
des intégrales d’un systéme immédiat d’équations différentielles 
totales, j’ai laissé dans Yombre tout ce qui concerne d’autres 
formes, notamment les équations non résolues ou bien d’ordres 
supérieurs au premier; ces équations effectivement ne peuvent 
étre tvaitées que par une réduction aux systémes immédiats, 
laquelle est dépourvue de tout intérét en dehors des cas parti- 
culiers. J’ai raisonné sur des variables en nombre quelconque, ce 
cas étant aussi facile, mais plus instructif que celui d’une seule 
variable. On ne semble pas avoir remarqué dans mon /Vouveau 
Précis que j’y ai démontré pour la premiére fois la possibilité de 
résoudre normalement les équations intégrales par rapport aux 
constantes arbitraires. Je ne crois pas cependant que cette démon- 
stration soit sans utilité, ni sans valeur. 

Ce Volume contient d’autres améliorations moins importantes 


l’Ouvrage en question, je possédais cependant, dans ses principes essentiels, ma 
démonstration actuelle de la convergence des développements élémentaires des 
intégrales; mais, nourrissant lillusion que la méme convergence ayait lieu pour 
tous les systémes immédiats, que je réussirais un jour a traiter des cas qui 
m’échappaient obstinément, je n’ai pas voulu donner cette démonstration avant 
de avoir amenée au point révé. C’est ce qui m’a fait écrire en 1872 les lignes 
suivantes extraites de la Préface du méme Ouyrage (p. Xx1) : « ... équations 
» aux dérivées partielles .... J’ai pu faire faire 4 la question quelques pas assez 
» étendus. Toutefois Je ne suis pas encore en possession d’une méthode simple 
» pour traiter le probléme dans la généralité ow il m’apparait, et je préfére ne pas 
’» insérer mon ébauche dans un Ouvrage ou j’ai poursuivi la précision avant tout. 
» J’y reviendrai peut-étre... ». Cette observation, bien entendu, laisse intacts les 
droits dautres auteurs sur ce qu’ils ont publié avant moi, ceux en particulier de 
M=° Kowalevski. 

Chez moi, cette illusion s’est enracinée plus fort que jamais le jour ow j’ai cru 
avoir trouvé, au bout d’une autre voie, la démonstration générale qui m’avait 
échappé si longtemps (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3° série, 
t. VI, 1880); mais plus tard M. Riquier a su en apercevoir l’insuffisance et a bien 
voulu me la signaler. Sur quoi, de nouveaux efforts m’ont enfin révélé l’existence 
de cas étendus ott la convergence n’a pas lieu (V. Comptes rendus de l’Aca- 
démie des Sciences, t. CVI, 1888, et n°* 370 et sucv. du présent Volume). 

J’aurais a m’excuser de cette erreur si maintenant elle ne se trouvait réparée 


grace a la clairvoyance de M. Riquier, si d’ailleurs on n’avait vu quelquefois de 
plus habiles que moi se tromper aussi. 
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que je ne puis indiquer ici, mais que le lecteur découvrira facile- 
ment, sil veut bien Je lire avec attention. J’ai conservé le mot olo- 
trope, proposé dans mon /Vouveau Précis, pour caractériser la 
propriété d’une fonction d’étre représentable par une série entiére 
dont les rayons de conyergence sont tous différents de zéro. Je 
n’ignore pas sans doute que les géométres ont préféré le mot 
holomorphe; mais ce dernier signifie tout autre chose, puisque 
dans leur bouche il exprime seulement la possession simultanée 
par une fonction, de certaines propriétés sans rapports néces— 
saires avec la possibilité de son développement, de celles d’étre 
finie, continue, monodrome (uniforme, disent les uns, bien 
déterminée, disent les autres), monogéne, .... Le mien d’ailleurs 
date de 1872 et n’est pas une copie de l’autre; ce dernier au 
contraire pourrait avoir été imité du mien, car c’est en 1875 seu- 
lement qu’ila été prononcé pour la premiére fois (Brior el Bouguer, 
Théorie des fonctions elliptiques, 2° édition, p. t4). Ces deux 
mots disparaitront. probablement a l’époque peu éloignée peut- 
étre oti les géométres, ouvrant enfin les yeux sur la justesse 
des conceptions de Lagrange, cesseront de se préoccuper des 
fonctions non intégrables, continues mais sans dérivées, etc.; ils 
pourront alors se contenter d’appeler singulier Vétat (accidentel) 
d’une fonction en des valeurs particuliéres des variables a partir 
desquelles elle se trouve ne pas étre développable, d’appeler ordi- 
naire, s'il y a lieu, son état normal, ot elle l’est toujours. 
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LECONS NOUVELLES 


SUR 


ANALYSE INFINITESIMALE 


ET SES 


APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 


PREMIERE PARTIE, 


PRINCIPES GENERAUX. 


CHAPITRE 1. 


GENERALITES PRELIMINAIRES COMPRENANT UNE REVUE DES QUANTITES FACTICES 
SUR LESQUELLES ROULENT LES SPECULATIONS DE L’ ANALYSE MODERNE. — 
FRACTIONS. — QUANTITES POSITIVES ET NEGATIVES. 


Objet de PAnalyse infinitésimale. 


1. L’Analyse mathématique est la science générale des 
nombres, cest-a-dire des rapports numértques concevables entre 
les objets divers sur lesquels notre attention peut se diriger sans 
s’arréter a leur nature particuliére. 

On y distingue @abord VArithmétique Wwaitant des propriétés 
spéciales des nombres entiers (et fractionnaires), de celles, vou- 
lons-nous dire, qu’ils ne posséderaient pas, s’ils n’étatent pas tels ; 
puis |! Analyse proprement dite, ot l’on étudie toutes les relations 
pouvant exister entre des nombres d’origines déterminées, abstrac- 
tion faite des valeurs particuliéres qu’ils peuvent avoir dans telle 
ou telle circonstance. On pourrait aussi bien la nommer la Théorie 
générale des fonctions (27, 58, in/.). 

L’ Algébre en est lapremtére et la plus importante partie ; on s’y 

M. — I I 
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restreint au cas ou les relations dont il s’agit s’établissent par des 
calculs réductibles & quelque combinaison des quatre opéralions 
élémentaires ; addition, soustraction, multiplication, division, 
exécutées chacune un nombre de fois limité. Elle est, en d’autres 
termes, la théorie des fonctions rationnelles (31, 58, inf.) et des 
fonctions irrationnelles algébriques (32, 58, inf.). 

Une autre partie est VAnalyse infinitésimale que nous défini- 
rons: la science des propriétés générales que confere aux fonc- 
tions leur propriété fondamentale détre en fatt toutes et tou- 
jours représentables par des séries entiéres (138, inf.) (sauf 
dans des circonstances exceptionnelles que leurs modes spéciaux 
de génération permettent de prévoir); Vensemble du présent 
Ouvrage montrera en détail la Justesse de cette définiiion., Son 
nom lui vient de ce que son étude comporte plus que celle de 
PAlgébre la considération systématique de quantités infiniment 
petites (36, 77, inf.). 

Le reste de Il’Analyse se compose de monographies de di- 
verses classes de fonctions transcendantes (33, 58, inf.); on les 
rattache habituellement a ? Analyse infinitésimale, parce qu’elles 


s’y appuient plus immédiatement. 


2. L’Analyse mathématique se compose dune suite de propo- 
sitions dont personne ne peut apercevoir la derniére et qui toutes 
se déduisent les unes aprés les autres d’axiomes, ou fails généraux 
considérés comme évidents, en nombre extraordinairement petit. 
“lle fournit a toutes les autres connaissances humaines des prin- 
cipes dont celles-ci ne sauraient se passer, et n’en emprunte a 
aucune. Nous la considérons comme formant a elle seule toutes 
les Mathématiques pures, dont nous excluons la Géométrie, au 
méme Utre que la Mécanique, la Physique, etc., parce quelle com- 
porte essentiellement, comme ces derniéres sciences, quoique dans 
une moindre mesure, la considération continuelle de faits spé- 
claux concernant le monde matériel. 


Nombres fractionnaires absolus. 


‘ . . ae nite. . 
3. Les nombres entiers de PArithmétique élémentaire, sur 
lesquels roulent exclusivement en définitive toutes les opérations 
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exigées par les applications numériques, sont les seuls aussi qui 
interviennent au fond des spéculations théoriques. Mais Pim pos- 
sibilité fréquente de certaines opérations troublerait gravement 
Puniformité désirable dans le mécanisme des transformations 
analytiques; elle compliquerait les énoncés de restrictions conti- 
nuelles, si on ne tournait obstacle en substituant aux nombres 
et aux opérations yvéritables des fictions pour lesquelles cette 
impossibilité ne se présente jamais ct d’ot, quand il le faut, on 
revient a la réalité sans aucun effort. 

Telle est en particulier l’origine des fractions dont la conception 
supprime les difficultés de forme qui autrement naitraient de Pim- 
possibilité d’exécuter toutes les divisions (de nombres enliers ). 


A. Le résultat de Popération composée consistant & multiplier 
un entier donné E par un second nombre n, puis a diviser le pro- 
duit par un troisitme d (nono), cette division étant, bien 
entendu, supposée possible, peut encore, suivant les circonstances, 
étre obtenu aussi bien 

1° Si E est divisible par d, en faisant cette division et multipliant 


A 


: 1D) 
le quotient — par 7: 
| ak ; 
2° Sin est divisible par d, en faisant la division et multipliant 


: : . io 6 
E par le quotient 7 ainsi obtenu. 


On concoit que ce dernier mécanisme de Popérauon en question 
puisse étre quelquefois préférable aux deux autres, soit en rendant 
plus nette la conception du résultat, soit en facilitant ses combi- 
naisons ultérieures avec d’autres nombres, etc. Pour en conserver 
les avantages quand n west pas divisible par d, on convient 
de représenter méme alors le résultat de Vopération ci-dessus 


par le signe 


n n 
i< —. (ou >< Ef), 
it 7d (ou ad ) 


\ 
propre au cas on est divisible par d, en lui conservant le nom 
7m ; Fae oval 
de produit du nombre K par le facteur ficuif 7 
Ces facteurs fictifs, dont les combinaisons sont soumises a un 
ensemble de régles que nous allons exposer rapidement, sont pré- 
cisément les nombres fractionnaires ou fractions. 
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> 


Comme le mode (1°) d’exécuter l’opération composée dont nous 
parlons conduit 4 en appeler le résultat les n dimes de E, il est natu- 


. 7 . . i-me : . = 
rel d’appeler la fraction op aussi bien n di ™’ que n sur d, dot les 


noms de numérateur et dénominateur donnés ases deux termes n, 
d vespectivement, dont le second doit essentiellement étre sup- 
posé différent de zero. 


5. Sila comparaison des produtts dun seul entier Enon =o 
' My 


n ; : es 
—, — successivement donne lieu a Vune 


par les deux fractions 7 gi 


des relations 
peice a 
eS al 
la méme relation aura lieu entre les produits de tout autre 
entier non = 0 par les mémes fractions | pourvu, bien entendu, 
que ces multiplications fictives soient toutes praticables (4)]. 

On exprime en conséquence la corrélation constante existant a 
ce point de vue entre les deux fractions dont il s’agit, en disant 
selon le cas que la valeur de la premiére est supérieure, égale 
ou inférieure a celle de la seconde, et en écrivant comme pour 
les nombres entiers 


Pour qu’il existe entre ces fractions l'une de ces relations 
fictives, tl faut et tl suffit qu'il existe entre leurs termes celle 
correspondante dans le tableau 


Sey 
i OF Zi Oh 
<e 


En particuher, quand deux fractions ont méme dénomina- 
teur, leur relation dégalité ou d’inégalité est celle méme 
existant entre leurs numérateurs. 

Quand elles ont méme numérateur non =o, leur égalilé 
entraine celle de leurs dénominateurs et leur inégalité celle 
de sens contratre entre leurs dénominateurs. 


6. Ln multipliant les deux termes d'une fraction par un 
méme nombre, ou en les divisant par quelque diviseur commun, 


® 
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on obtient une fraction égale; car les termes des deux fractions 


n kn : ie shy 
d’ ka’? Par exemple, donnent evidemment 


Dolalh = Tih 


On exprime la méme chose en disant quwune fraction ne 
change pas de valeur, quand on multiplie ou divise par un 
méme nombre ses deux termes a la fois. D’ow la distinction 
évidente et essentielle a faire entre la valeur et la forme de toute 
fraction donnée. 

Quand les deux termes d’une fraction sont premiers entre 
eux, aucune autre ne peut lui étre égale, a moins que les siens 
ne soient respectivement des équimultiples de ceux de la pro- 
posée, et par suite qu’ils ne leur soient au moins égaux. 

On réduit donc une fraction a sa forme ou expression la plus 
simple, en divisant ses deux termes par leur plus grand commun 
diviseur; on suppose habituellement cette réduction effectuée 
quand on ne fait pas mention du contraire. 


7. Des fractions quelconques 


, 1 ur 
a n yl 


étant données, on les réduit au méme dénominateur, c’est- 
a-dire on leur donne, sans changer leurs valeurs, les formes 
nouvelles 

N’ Ne Nie 
(1) ie yes: 


5 ele, <ola) 


dont les dénominateurs sont égaux, en multipliant les deux 
termes de chacune des fractions proposées respectivement, par 
les quotients obtenus en divisant par da’, aides. . successive= 
ment quelque multiple commun D de ces dénominateurs pri- 


mitifs. 


On obtiendrait les valeurs minima des termes des nouvelles 
fractions en réduisant préalablement les proposées a leurs plus 
simples expressions (6) et en prenant ensuite pour D le plus petit 
commun multiple de leurs dénominateurs. 
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8. Les opérations indiquées par 


n’ Lk’ Tue 


ee? K qi? 


étant supposées possibles, la combinatson de leursrésultats par 
vole d’addition et de soustraction 


_n It See 
(2) Ba tk ast SS I reir 


donne un entier qut, quel que soit K, peut aussi étre obtenu en 
multipliant ce dernier nombre par une seule fraction. 


Si les fractions données 


' " ut 
z n n n 
©) a ae ae 
sont les fractions (1) & méme dénominateur, il vient immédia- 
tement 
i NE Sy E INI E ING TINY SNe EN ieee 
4 wg I eae ae , — a ~~ - = <= SI 
pak AT I) 
KE (NE NUE NUE ) 
ae = = 1D ee 
z GIN atest NeoagN ect ee 8 
=—Ex(- Spe ay) (4). 


Sinon, on les réduira au méme dénominateur avant de raisonner 
de cette maniére. 

Toute autre fraction dont le produit par E est égal au 
nombre composé (2) estégale a celle que nous venons d’obtenir ; 
car, par définition (5), légalité de deux fractions est précisément 
leur propriété relative de donner des produits égaux, quand on les 
multiplie par un méme nombre. 

La fraction constante en valeur, sinon en forme, dont la multipli- 
cauon par E reproduit ainsi le nombre (2), se nomme le résultat 
de la combinaison des fractions données (3) par les mémes 
additions et soustractions, et se représente par le signe habituel 


n' n n” 


eee 


Pour en trouver une forme, il suffit, comme on I’a vu implicite- 
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ment ci-dessus, de réduire les fractions proposées au méme déno- 
minatenr, puis de construire la fraction ayant ce dénominateur 
commun, avec la somme ou différence analogue des numérateurs 
des fractions transformées, pour numérateur. 


9. Si les opérations 


sa : bc ie é : i 
peut ainsi s’obtenir en multipliant E par la fraction unique wae 
CC 


Cette derniére, dont la loi de formation est évidente, s’appelle par 


” 


. ; z 3 i! i 
convention le produit des fractions a aie 
a a 


Cette définition conduit immédiatement a celle du produit 


t " mr 


TesTiattl costs : i i Fp : ; 
—— 7 — des fractions =, =) —> +--+ données en nombre quel- 
CUED IOL es ee Ql Gh ah 


conque. 


10. tant données deux fractions quelconques 


dont cependant la seconde n'a pas 2éro pour numérateur, tl en 
existe certainement que/que autre de valeur unique, dont le 
produit par la seconde (9) régénere la premiere. 


En appelant x, y le numérateur et le dénominateur de la frac- 


tion cherchée, on veut avoir 


c’est-a-dire (5) 
(nz) D = N(dy); 


on a done aussi bien 
a Di) = Gnd) 
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el, par suile, 
oj NG = Ae 


LO he ea 
vy Dr Don ep 


fraction qui d’ailleurs satisfait évidemment a la condition voulue, 


é ; Aas ss N n 
el qu'on nomme le quotient de la division de Po i 


11. Une méme combinaison quelconque des opérations élé- 
mentaires ci-dessus définies, exécutée d abord sur des fractions 
données, puis sur d’autres quelconques qui leur sont respectt- 
cement gales, donne deux résultats qui sont toujours ¢gauxr 
entre eux. En d'autres termes, /a valeur du résultat, sinon sa 
forme, dépend exclusivement des valeurs des données, et nul- 
lement de leurs formes. 


L’exaclitude de cette observation générale essentielle se vérifie 
sans peine; jointe a quelques remarques particulicres faites anté- 
rieurement, elle attribue a chaque fraction, au point de vue de ce 
que nous avons appelé la valeur, une individualité constante indé- 
pendante de la forme qu'elle peut revéur. 


12. Si Ventier Rest le résultat d’un ensemble donné quel- 
conque d’opérations arithméltiques exécutées sur les entiers e', 
e",e",... (additions, multiplications, soustractions et divisions, 
ces dernicres essentiellement supposées possibles), le résultat 
des opérations fictives de noms identiques dans la théorie des 
fractions, exécutées parallélement sur les fractions correspon- 


" m 


é é 


ie eas (ou sur des fractions respectivement 


e’ 
dantes = 


- as ee oR 
égales), sera précisément la fraction = (sous cette forme ou 


sous une autre). 


Pour effectuer un calcul arithmétique quelconque sur des 
entiers, on pourra done tout aussi bien : 1° prendre ceux-ci 
pour numérateurs de fractions ayant toutes 1 pour dénomi- 
nateur commun ; 2° substituer au calcul proprement dit donné 
le caleul fictif de méme dénomination, exécuté sur ces frac- 


5 52) 4 x , , , . x 
tions; 3° chercher le numérateur du résultat réduit & sa plus 
simple expression, 
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C'est cette double substitution de nombres fractionnaires aux 
nombres entiers, d’opérations fractionnaires a celles de l’Arith- 
métique, que l’on opére a chaque instant dans les calculs, elle et 
la substitution inverse, et cela d’une manicre qui deyient bientot 
inconsciente. Comme une division de fractions est toujours prati- 
cable, quand le numérateur du diviseur n’est pas nul (10), cette 
assimilation procure en théorie l’immense avantage qu’aucune 
diviston tmposstble ne peut désormais entraver la transforma- 
tion dun groupe d’opérations données en tel autre Equivalent, 
qui factliteratt la conceptionet la généralisation des résultats 
auxquels conduit Vétude de la question traitée. 

Un autre avantage, également trés appréciable, consiste en ce 
quon peut a volonté substituer Vune a Vautre la multiplica- 
tion et la division, a cause de 

igh ight Wo Col” 


Spree. Sanya = ie Wi (10). 
ah fal eae 


13. D’aprés tout cect, les combinatsons opératoires des frac- 


Ul u 


= sae 
a ae 


sons fractionnatres homonymes de toutes les fractions 


if I 


Lions --» avec des entiers e', e", ... seront les combinat- 


” / ” 


n’ n e e 
ad il 1 \ 


De trés légéres modifications dans les énoncés permettent alors 
d’éyiter toute allusion au dénominateur 1 a apposer sur les en- 
tiers e’, e”, ... pour les transformer en fractions, et de créer 


le langage propre aux combinaisons de cette espéce. Dire, par 
x le : Miplie ou qu’on divise ~ par e en multi- 
exemple, qu’on multiplt qc se Pp ? 


. r , : Sena 27, ‘ 
pliant le numérateur ou le dénominateur par e, c est énoncer 
dans ce langage spécial ces faits résultant de nos définitions, que 

7 nr.é ne n.t n 


duit et le quotient de ~ par = sont — = — et j=—_- = = 
le produit et le quotient e = par ~ sont 7— = | eae 


; fo) - : F - a) 
La fraction 7 est dite nulle, parce que sa forme réduite est : 


que l’on convient didentifier 4 son numéraleur o. 


44. Les nombres fractionnaires et les entiers, ceux-ci assimilés 
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aux premiers, comme nous venons de l’'expliquer, sont confondus 
sous le nom de guantités ou nombres absolus, quand on les 
oppose aux quantilés fictives dont nous parlerons dans Je para- 
eraphe suivant, sous le nom de quantités ou nombres commensu- 
rables, quelquefois rationne/s, par opposition a celles que nous 
étudierons dans le prochain Chapitre. 

A la théorie sommaire que nous venons d’en présenter, nous 


ajouterons seulement les observations générales qui suivent. 


1. Pour qwun produit de pareilles quantités sott nul, tl est 
nécessaire et suffisant que Pun au moins des facteurs le soit 
lui-méme. 

I] faut effectivement et il suffit que Pentier servant de numé- 
rateur da produit soit nul et, par suite, que quelqu’un des numé- 
rateurs des facteurs dont il est le produit (9) le soit lui-méme. 


Nh Quand le diviseur est nul, mats non le dividende, la divi- 
s‘on est impossible. Quand tls sévanouissent tous deux, le quo- 
tient est absolument indétermineé. 


Ht. Une quantité non nulle quelconque étant donnée, on 
peut toujours en assigner d’autres qui lui sotent inférieures. 
Pour en obtenir de telles, il suffit effectivement d’augmenter arbi- 
trairement le dénominateur de la proposée, ou bien de diminuer 


son numérateur, quand il est > r. 


IV. Entre deux quantités inégales on peut en insérer 
@autres dont deux consécutives quelconques aient une diffé- 
rence inférteure a telle quantité qwil aura plu de choisir. 
Plus briévement : le passage de Vune a lautre peut s'effectuer 
par des variations successives aussi fatbles qu’on le veut. 


Lia spécification mathématique des grandeurs concrétes non 
multiples exacts de celle adoptée pour unité est la plus impor- 
tante des applications pratiques de la théorie des fractions; mais 
cette question est étrangére a l’Analyse pure dont nous avons 
exclusivement a nous occuper. 
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Quantités positives et négatives. 


15. Comme nous venons de le voir, la substitution des nombres 
fractionnaires aux nombres entiers rend toutes les divisions pos- 
sibles et permet méme de changer une multiplication en une divi- 
sion, ou inversement; la substitution des nouvelles quantités fic- 
tives dont nous allons parler, aux nombres fractionnaires absolus, 
ajoute a ce double avantage celui de supprimer les soustractions 
impossibles et de permettre aussi de remplacer a yolonté une 
soustraction par une addition, ou bien une addition par une sous- 
traction. 

Nous appellerons provisoirement gualifiées des quantités abso- 
lues (14) conventionnellement pourvues de certaines qualités fac- 
lices les rendant aptes a subir les opérations également factices 
qui vont étre successivement défintes. 

A chaque quantité absolue @ non =o, correspondront dew.x 
quantilés qualifiées dites Pune posttice, Vautre négative, dont 


nous appellerons @ la valeur absolue (quelquefois numérique ) 
. . Fae 
commune, et que provisoirement nous noterons par a, a@ respec- 


livement. 
A la quantité absolue o correspondra wne seule quanuitlé qua- 
lifiée dite neutre et de valeur absolue-nulle, que nous représen- 


terons par o. 

Deux quantilés qualifiées dont les valeurs absolues sont égales 
entre elles, mais non a 0, seront dites égales, si leurs noms sont 
identiques, opposées s ils sont différents. 

Deux quantités neutres seront dites indifféremment égales ou 


opposces. 


16. L’addition de plusieurs quantités qualifiées données con- 
siste 4 faire la somme des valeurs absolues de celles qui sont posi- 
lives, puis celle des valeurs absolues des négatives, eta qualifier du 
nom de la plus grande de ces deux sommes son excés sur la plus 
petite (on néglige naturellement les quantités neutres). Quand 
cet exces est nul, par exemple, quand il s’agit d’additionner deux 


quantités qualifiées opposées, on prend o pour résultat. 
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in conservant pour toutes nos opérations faclices les signes 
opératoires employés dans le calcul des quantités absolues, on 


aura ainsi 


—> <— <— _> > 
3+ 74+ 2+ 0 104- 0 = 44 
<— — <-— 
Oce 44 a= 35 

ES ee 
3 3 S 
—-+-=0 

f A 

4 4 


Une somme de plusieurs quantités qualifies reste la méme, 
st Von modifie arbitrairement Vordre de succession de ses 
termes, st Von y introduit ou bien quwon en 6te des termes 
neutres en nombre quelconque. 


17. Deux quantités qualifiées quelconques étant données, 
on peut toujours en trouver une troisicme et une seule dont 
addition avec la seconde reproduise la premicre. 


Pour exécuter cette soustraction, il suffit d’ajouter a la pre- 
miére quantité lopposée de la seconde. Le résultat est la diffé- 
rence de ces quantités considérées dans lordre indiqué. 


Ixemples : 
Ss < —> —> > 
a (ye = (= Wi 
<— = <— a Cr 
= A — = n ee, / 
0 3) Sp a _— 1> 
> al <— <— — a os 
5 9 5 5 5 ) oa, 
Ss ———— + Sue 
3 3 } 3 3 } 


18. Dewr quantités qualifiées, quand elles sont égales entre 
/ Cc 
elles, ont leur différence neutre, et réciproquement. 


Quand elles sont inégales, elles ont une différence positive ou 
négative. On dit alors, selon Yun ou l’autre de ces deux cas, que 
la premiére est supérieure ou inférieure ala seconde. Par exem ple 
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ou bien, ce qui revient au méme, 


Nolamment, la quantité neutre o est supcrieure a toute 
quantitée negative, inférieure au contraire a toute quantité 
positive. 


19. Des quantités qualifiées données étant combinées dans 
un certain ordre par voie d’additions et soustractions consécu- 
tives, le méme résultat final est encore obtenu si, a UV addition 
ou a la soustraction d’une quelconque d’entre elles, on sub- 
stitue respectivement la soustraction ou l’addition de la quan- 
tité opposcée. Par exemple 


ENE ey ok een Oy ye Vas eke 
=O te OS B= = 1 O = == 

20. En particulier, cette observation permet de remplacer toutes 
les soustyactions par l’addition des quantités opposées a celles 
qu il faut soustraire, c’est-a-dire de transformer toujours en une 
somme Vexpresston considérée. 

Si done on compose plusieurs notations simples en unissant 
indissolublement diverses quantités qualifiées a des signes ope- 
ratoires 4+- ou — placés devant elles, si Von écrit ces notations 
les unes a la suite des autres en convenant de remplacer la pre- 


we 


~ >, —> <- <— | > 
miére para st elleest + aou—a,para si elle est —aou+a, 


on obtient une notation composée représentant la méme quan- 
uté qualifiée, quel que soit Vordre de succession adopté pour 
les notations simples. 

Une pareille notation composée se nomme un polyndme dont 
les divers termes sont les notations simples formées ainsi par des 
associations artificielles des signes opératoires -+-, —, avec des 
quanlités qualifices. 

La valeur d'un polynéme ne change pas non plus, st dans 
quelques termes on change simultanément le signe opératoire 
et le nom de la quantité qualifiée qw il précede. 
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En écrivant ces termes par groupes quelconques, on obtient 
des polynémes partiels représentant des quantités dont la 
somme reproduit toujours la valeur du propose. 


Q. Le produit de plusieurs quantités qualifiées est celle quia 
pour valeur absolue le produit des valeurs absolues des facteurs 
el qui est positive quand le nombre des facteurs négauifs est nul 
ou pair, négative quand ce nombre est impair, neulre quand un 


des facteurs Vest lui-méme. 


Exemples : 


——_> — >> ~< — 


Ooh) Bin LD = ail. 


> <— > <— 


Ny ary ey 


—S A ——— 


a. 0oFHad.o=— Vv, 


Pour qwun pareil produit soit neutre, tl faut done et cl 
suffit que Vun au moins de ses facteurs le soit lut-méme. 


22. Le produit de deux polynémes peut s’obtenir en en for- 
mant un autre qui a pour termes les divers produits des quan- 
tités qualifices figurant dans le premier par celles qui figurent 
dans le second, chacun de ces produits partiels étant précédé 
du signe opératoire + ou —, selon que, dans les polynémes 
proposes, ses facteurs sont précédés de signes identiques ou 
différents. 


Exemple : 


23. Le quotient de la division d'une premiere quantilé qualifiée 
: : me 
par une seconde est (en cas qu'elle existe) la quantité dont le pro- 
duit par celle-ci régénére la premiére. Sa recherche conduit aux 
résultats suivants : 


1° Quand le diviseur n'est pas neutre, le quotient existe et il 


‘ 
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est unique; (1) neutre, si le dividende Vest; (11) non neutre, si le 
dividende ne lest pas, et alors positif ou négatif, selon que les 
noms du dividende et du diviseur sont identiques ou différents; de 
plus, sa valeur absolue est toujours égale au quotient de celle du 
dividende divisée par celle du diviseur; 

»° Quand le diviseur est neutre : (1) la division est impossible, 
si le dividende ne Vest pas en méme temps; (IL) le quotient est 
entiérement indéterminé, si le dividende est neutre aussi. 

Iixemples : 


oO O 

—_ = — = Vo 

=e — 

b b 

Se mene f— 

a a | a 
4 = > 

> <- \ b 

b b ee 

ky = je 

a a ( a 

a ee) : 

b b : 

) 


Comme ona 


aos a x 
a L= = =4 
1 
eee 
~< <— Ct > 
a a oa a, 
| 


le changement dune quantile qualifiée en son opposce equt- 
se 


saul asa multiplication ou a sa division part. 


QA. Dans un mondme, expression composée ne comportant 
que des multiplications et des divisions, la substitution, a un 
facteur du diviseur, de la quantité qualifiée qui lui est opposce, 
change seulement le nom du résultat sans changer sa valeur 


absolue. 


En combinant cette remarque ayec celle du n° 19, on apergort 
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hee ; pede 
que dans toute expression impliquant seulement l’exéculion 
d’ additions, soustractions, multiplications et divisions de quan- 

f OES y . . . ) . 
tités qualifiées, on peut, ou Lon voudra, remplacer Vun par 
Vautre les signes opératoires +, —, a condition de changer en 
méme temps d’une maniére convenable les noms de quelques- 
unes de ces quantilés. 

En particulier, on peut ainsi n’y laisser subsister que des 
signes +, cela méme souvent de plusieurs manieres. 


Exemples « 

<—_— _—> <— ~<— =< <— —>- <a 

y-- 4 7-1 Daa 7+ 1 

> > & > —> <— <— =a Pas Si ae an > <— 

t— 8 9. 4 —10.10 il 6; 5. 4410.10 
es = —— a 
34+ 4 eae. 

ag ee IR Tos a pe ge S| 

1+ 8 eel OO) 


25. Sti R est le résultat dadditions et multiplications, sous- 
tractions et divisions (ces deux derniéres sortes d’opérations 
étant naturellement supposées possibles) exécutées sur les 
quantités absolues 


ee | Gagel amen Os 


aS 
la quantité positive R (owneutre o, si R= 0) est aussi le résultat 
des opérations homonymes dans la théorie des quantités qua- 


lifiées, qu'on exécuterait parallelement sur les quantités cor- 
respondantes positives ou neutres 


Dip) owen XEKc 


Cette proposition évidente autorise la substitution syslématique 
aux nombres absolus définis dans le paragraphe précédent des 
quantités positives dont ils sont les valeurs numériques. Et sa 
combinaison avec la possibilité constante de toutes les soustrac- 
tions qualifiées d’une part (17), avec les observations des n° 19, 24 
d’autre part, assure a la substitution dont il s’agit les deux avan- 
tages annoncés au n° 15. 

Moyennant la substitution ultérieure de quelques quantités 
négatives a des quantités positives, on reste notamment maitre 


CHAPITRE [. — GENERALITES PRELIMINAIRES. 17 


de ne laisser subsister dans une expression donnée que ceux 
des signes opératoires + ou — qui facilitent le mieux la con- 
ception, la généralisation et l’énonciation des résultats obtenus 
dans la question ow elle se présente. C’est en procédant ainsi, 
qu’on arrive par exemple a cet énoncé simple et lumineux de la 
régle de multiplication de deux polynémes quelconques : Le pro- 
duit est la somme des produits partiels des termes du multi- 
plicande et du multiplicateur transformés de maniére a ne 
plus contenir Vun et autre que des signes opératoires +. 


26. Le plus souvent (mais pas toujours) on a intérét a ne laisser 
partout que le signe opératoire + ; le mécanisme habituel de cette 
transformation d’un polynéme a termes absolus en une somme de 
quantités qualifiées consiste donc a substituer une quantité posi- 
tive 4 chaque nombre absolu qui est précédé du signe +, et une 
quantité négative précédée de ce méme signe +, a chaque notation 
complexe constituée par un nombre absolu précédé du signe — 
et par ce signe — lui méme. 

Mais s’il demeure bien sous-entendu que le polynéme qualifié 
ne contiendra jamais que des signes +, on peut se contenter 


de retenir que des nombres absolus a, b, ... doivent étre rem- 
> > , 
placés par les quantilés posilives a, b, ... et des notations 
as ae ar ee 
telles que —a, —b, ... par les quantités négatives a, b, ..., 


puisqu’il est convenu qu’on écrira le signe opératoire + avant 
toutes ces quantités qualifiées. Cette maniére de voir les choses 
conduit a juger équivalentes les notations 


dune part, 


d’autre part et par extension 
Ee De eis a iy Oy 


d’autre part encore. 
L’usage courant est conforme a ce dernier point de yue : on 
Me = 1. A 
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trouve commode de confondre les quantités positives avec leurs 
valeurs absolues, sauf a écrire devant les notations de celles-ci, 
quand on tient a mieux affirmer qu’on les a transformées par la 
pensée en des quantités positives, le signe opératoire + changé 
tacitement en un signe qualificatif, et de représenter une quan- 
tité négative par la notation de sa valeur absolue précédée du signe 
opératoire — pris de méme dans un sens nouveau qui est pure- 
ment qualificatif. C’est ainsi qu’on est amené a dire que les 
quantités positives ont le signe +, et les quantités négatives le 
signe —, bien qu'il ne s’agisse pas nécessairement d’additions ou 
de soustractions a exécuter. 

Enfin, le théoréme du n° 25 conduit encore a identifier la quan- 


tité neutre o.avec le o naturel. 

Le mouf invoqué a la fin du n° 14 nous interdit de nous occuper 
de l’application des quantités positives et négatives a la représen- 
tation analytique des grandeurs concrétes concevables, comme les 
segments rectilignes, les temps, etc. dans deux directions ou sens 


Opposes. 


Fonctions en général. — Fonctions rationnelles. 


27. Nous passons a quelques nolions générales qui seraient 
mieux placées apres l'étude d’autres quantités factices auxquelles 
nous aurons encore a les étendre; mais nous ne pouvons nous 
dispenser de les exposer dés a présent en substance. 

L’étude de toute question analytique conduit habituellement a 
la considération de trois sortes de quantités (jusqu’au n° 50 inf., 
nous entendrons exclusivement par ce mot des quantités positives 
ou négatives ayant des nombres entiers ou fractionnaires pour 
valeurs absolues) : les unes sont invariables, d’autres peuvent 
varier arbitrairement entre telles ou telles limites, d’autres se cal- 
culent au moyen de celles-ci une fois déterminées numérique- 
ment, ¢’est-a-dire en grandeurs et en signes, par l’exécution 
d’opérations dont la nature est entiérement indépendante des 
valeurs particuliéres qu’on a pu leur attribuer. 

Les premiéres quantités sont des constantes; les secondes se 
nomment des variables indépendantes et se désignent habituelle- 


® 
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ment par les derniéres lettres de l’alphabet x, y, z, ...; les der- 
niéres sont dites fonctions de ces variables et se représentent par 
Mer sipmenly (ai, Vey) AB (Carey ay e's Yyta 's propres a rappeler 
la nature spéciale des opérations 4 exécuter sur les variables pour 
obtenir leurs valeurs. 

Quelquefois la nature d’une fonction dépend des valeurs de cer- 
taines quantités qui interviennent sans doute dans les calculs 
générateurs, mais qu’on a intérét a ne pas considérer comme des 
variables indépendantes; on les nomme les parameétres de la fone- 
tion. Par exemple, selon le point de vue qui paraitra préférable, 
x* + a? sera, ou bien une fonction de nature déterminée des quan- 
tités 2, a considérées comme deux variables indépendantes, ou 
bien une fonction de la seule variable z, changeant de nature avec 
la valeur qui peut étre attribuée au paramétre a. 

Une expression analytique est la méme chose qu’une fonction, 
acela prés que les quantités qui s’y trouvent engagées ne sont pas 
nécessairement des variables indépendantes. 


28. Une égalité est |’expression de la coincidence numérique 
de deux quantités d’origines différentes. 

Une cdentité est Vexpression de Végalité constante des valeurs 
que prennent deux fonctions des mémes variables dont les origines 
sont différentes, quand, dans l’une et dans l'autre, et entre les 
limites ot elles sont définies, on attribue aux variables tous les 
systémes imaginables de valeurs particuliéres. 

Une équation est, 4 proprement parler, une égalité a faire 
naitre, par attribution de valeurs convenables a des quantités 
inconnues, entre deux fonctions données de ces inconnues. 

Mais le tout se confond souvent sous la méme dénomination 
d’équations, le sens de ce mot variant ainsi avec les circonstances. 

Habituellement, il est avantageux de débarrasser le second 
membre d’une équation de tous les termes qui peuyent s’y trouver, 
en les faisant passer dans l’autre membre. Sous cette forme, l’équa- 
tion exprime l’égalité 4 zéro d’une cerlaine expression qu’on 
nomme plus spécialement son premier membre. 


29. Chacune des trois premiéres opérations élémentaires : addi- 
. r . ° . . Ot r . a 
tion, soustraction, multiplication (comprenant |’élévation aux puls 
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sances), n’ayant jamais qu'un nombre entier pour résullat, quand 
on lexécute exclusivement sur de pareils nombres, toute combi- 
naison qu’on peut faire des unes et des autres jouit de la méme 
propriété, et constitue une opération composée qu’on peutnommer 
enticre. 

Cela posé, une fonction est dite entiére, quand les calculs a 
exécuter sur les variables indépendantes, pour obtenir sa valeur, 
sont réductibles 4 quelque opération enticre. 

On apercoit immédiatement que toute fonction de cette espéce 
peut étre mise sous forme d’une somme de mondmes entiers dissem- 
blables par rapport aux variables indépendantes. Nous supposerons 
toujours cette transformation effectuée, et nous nommerons termes 
effectifs de la fonction ceux de ces mondmes dont les coefficients 
ne sont pas nuls. Son degré effectif est la plus grande somme des 
exposants des variables dans ses termes effectifs. 

Il y a souvent lieu de le distinguer du degré apparent, c’est- 
a-dire de la valeur que le degré effectif atteint habituellement dans 
la question ou la fonction se présente, mais au-dessous de laquelle 
il peut s’abaisser par lévanouissement accidentel de quelques 
coefficients. 

Une fonction entiére de degré zéro dégénére en une constante. 

Pour abréger, on appelle dinéaires les fonctions entiéres du 
premier degré qui se rencontrent a chaque instant, homogéne 
toute fonction entére dont les termes sont de degrés égaux. 


30. Si, outre des opérations entiéres, le calcul de la valeur d’une 
fonction comprend essentiellement la division, cette fonction est 
dite fractionnaure. On s’assure facilement que le nombre des 
divisions peut étre réduit a 1, qu’ainsi la fonction peut étre mise 
sous forme du quotient de deux fonctions entiéres qui se nomment 
respectivement son numérateur et son dénominaleur et qu’on 
peut supposer n’ayoir aucun diviseur entier commun. Sous cette 
forme, on nomme souvent degré de la fonction le plus élevé des 
degrés (effectifs ou apparents) de ses deux termes. 

Une fonction fractionnaire est dite quelquefois homogéne quand 
son numeérateur et son dénominateur le sont l’un et l’autre. 


‘2 : He ; : 
dl. Les fonctions entiéres et fractionnaires sont de beaucoup 
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les plus importantes de toute l’Analyse, dont elles sont pour ainsi 
dire les matériaux essentiels. 

Les opérations composées dot elles dérivent (opérations enti¢res 
accompagnées de la division pour les derniéres) offrent le carac- 
tere commun d’avoir nécessairement un résultat rationnel, quand 
les quantités sur lesquelles on les exécute le sont toutes elles- 
mémes (Cf. 14). A cause de cela, on les confond toutes sous la 
dénomination de fonctions rationnelles. Il y a cependant a noter 
entre elles une trés grande différence. Les calculs générateurs d’une 
fonction entiére sont essentiellement décomposables en opérations 
directes et toujours possibles, en sorte que la fonction est définie 
pour tous les syst¢mes imaginables de valeurs particuliéres des 
variables indépendantes. La division étant au contrairé une opéra- 
tion indirecte qui devient tmposstble, quand le diviseur a une 
valeur nulle, une fonction fractionnaire n’est pas définie pour 
les systemes de valeurs des variables qui annulent son dénomi- 


nateur. 


32. Les fonctions irrationnelles algébriques sont celles qu’en- 
gendre la résolution de quelque systéme d’équations entziéres (de 
degrés > 1) entre elles et les variables indépendantes, c’est-a-dire 
@équations ayant toutes pour premiers membres des fonctions 
entiéres des variables indépendantes et des fonctions considé- 
rées (28), (29). Elles forment la classe la plus intéressante des 
fonctions zmplicites (Chap. XI, inf.) et leur étude compléte exige 
Pintervention des ressources propres a |’Analyse infinitésimale. 
Elles comprennent comme cas particuliers plus simples toutes les 
expressions algébriques compliquées de radicaux. 

L’exécution d’une division n’étant au fond que la résolution, 
par rapport au quotient inconnu q, de léquation du premier 
degré 

dq —D=0, 


oi d, D désignent le diviseur et le dividende, les fonctions frac- 
tionnaires (30) se rattachent, a ce point de vue, plutét aux irra- 
tionnelles algébriques qu’aux fonctions enticres. Mais on les rap- 
proche plus volontiers de ces derniéres, a cause de leur caraclére 


¢ 


~ 
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commun d’étre engendrées par des opérations non ambigués, c’est- 
a-dire ne pouyant pas conduire a plusieurs résultats. 


33. Les fonctions qui ne sont ni rationnelles, ni irrationnelles 
algébriques, sont dites ¢ranscendantes. Comme ceux des irra- 
tionnelles, leurs calculs générateurs impliquent toujours la con- 
sidération de quelque nombre entier croissant au dela de toute 


limite. 


CHAPITRE II. 


SUITE DU PRECEDENT. — VARIANTES EN GENERAL. 
QUANTITES INCOMMENSURABLES. 


Convergence et divergence des variantes. 


34. En Analyse infinitésimale on est obligé, presque a tout 
instant, de considérer des quantités variant de maniére a prendre 
successivement des valeurs numériques déterminées en nombre 
illimité. Nous les appellerons des variantes. 

Chaque valeur d’une variante dépend habituellement des valeurs 
correspondantes de un ou plusieurs entiers positifs qui croissent 
sans cesse de l’une d’elles a la suivante et, par suite, indéfiniment : 
ce sont ses indices. Quelquefois ces nombres ne sont pas explici- 
tement spécifiés; on prend alors pour indices des numéros d’ordre 
convenables atiribués aux diverses valeurs de la variante. 

Par exemple, le mi*™* terme ar”~' d’une progression géomé- 
trique ayant @ pour premier terme avec 7’ pour raison, la somme, 
le produit, etc., des m premiers termes de celte progression sont 
des variantes ayant m pour indice. 

Pour une variante définie par ses deux premiéres valeurs et par 
cette condition que chacune des subséquentes soit égale a la somme 
des deux précédentes, aucun indice n’est spécifié; mais le rang de 
chaque valeur lui en servira. 

Si l’on donne a, 7, s, expression ar” s” est une variante ayant 
pour indices les deux entiers m, 7; etc. 

On dit qu’une varianle ¢m,p,... jouit de telle propriété déter- 
minée a@ partir des valeurs u,v, ... de ses indices, quand la 
propriété en question lui appartient pour toutes les combinaisons 
des valeurs des indices vérifiant simultanément les relations 
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on dit encore qu'elle finit par jouir de la méme propriété, quand 
il existe des valeurs des indices a partir desquelles cette propriété 
ne cesse de lui appartenir. 


35. Une variante ¢» n,... est finie, sil existe quelque quantité 
positive invariable L, telle que l’on finisse par avoir numérique- 
ment ¢m,n,...< L. 

Elle est de petitesse limitée, si Von finit, au contraire, par 
avoir numériquement (y n,... > ¢, ¢ étant quelque quantité posi- 
tive (Non == 0.) 


36. Si, quelque petite qu’on puisse prendre la quantité positives, 
on finit toujours par avoir numériquement ¢ n,...< ¢, la variante 
Pmyttye.. SE nomme une guantilé infiniment petite. 


37. Une fonction donnée f(tm; V2,p, Pm,r.., ++) de Varlantes 
ayant ou non des indices communs, est évidemment une nouvelle 
variante ayant pour indices ceux des enliers m3, p;™,7T, ..+-5 ++. 
qui sont distincts les uns des autres. Cela posé, les observations 
suivanles sont a peu prés éyidentes. 

Une fonction entiére de variantes finies, le quotient d’une 
variante finie par une autre de petitesse limitée sont des 
variantes finies. 

Sont infiniment petites: 1° Une fonction entiére de variantes, 
lesunes finies, les autres infiniment petites, pourcu que chacun 
de ses termes contienne comme facteur l’une au moins de ces 
dernieres ; 2° le quotient de deux variantes, la premiére infi- 
niment petite, la seconde de petitesse limitée. 


38. En appelant 


(1) Ul 


deux systémes de valeurs arbitraires des indices d’une variantle 
donnée Pm n,..., la difference 


(2) Rus UO 


est une nouvelle variante (37) ayant tous les nombres (1) pour 


a 
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indices. Dans le cas particuliérement remarquable ot: cette diffé- 
rence est infiniment petite, nous dirons que la variante considérée 
Pmn,... est convergente. Telle est évidemment en particulier une 
variante infiniment petite (36). 

Telle est encore une variante finte (35) qui, algébriquement, 
et quand aucun de ses indices ne varie en décroissant, finit 
par ne pouvoir décroitre ou bien par ne pouvoir crottre. 

Supposons, par exemple, qu’ils’agisse de la variante ¢» finissant 
par ne pouvoir décroitre. Si elle n’était pas convergente, on pour- 
rait assigner quelque quantilé posilive a, puis une premicre suite 
indéfinie d’entiers croissants u,, U5, »--, Up» +++ et une seconde 
SULLe @ enbiens) 2 jit, 56's 5 wu, respectivement supérieurs aux pré- 
cédents, qui donneraient lieu numériquement, et méme algébri- 
quement puisque ¢,, est non décroissante, a la suite indéfinie 
dinégalités 


De 


os ii " ‘ 
De plus on peut supposer, quel que soitp, p',2 »,_,, sauf a sup- 
primer chacune de ces inégalités dont la comparaison avec la 


précédente donnerait le contraire. 


if UA (2 ” ' ” 


: oes. ‘ ce 
La suite Mis Mar Par ar very pr yr oes etant pas décrois 


sante, on a par hypothése 


L’addition membre 4 membre de ces inégalités avec les p pre- 
miéres de la suite précédente donnerait 


Vip = Oy) Sp 2 a, 


: : ae 
et, contrairement a hypothése, ?m ne serait pas finie, puisqu on 
” 


pourrait prendre p et par suite m = 1, assez grands, pour que 0m 
surpassat toute quantilé donnée. 
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39. Deux variantes convergentes sont équivalentes, si leur 
différence, considérée comme variante dépendant de leurs indices 
distincts (37), est infiniment pelle. 

Deux variantes ¢, w équivalentes a une méme troistéme u 
le sont Vune a Vautre. 

Car alors la différence » — , qui peut s’écrire (vy —u)—(w—uw), 
est infiniment petite (36). 


40. Une variante w dont toutes les valeurs font partie de la 
suite de celles d’une autre v qui est convergente est ausst con- 
vergente, de plus équivalente a cette derniére, pourvu toute- 
fois que les valeurs particuliéres a attribuer successivement 
aux indices de » pour former la suite des valeurs de  crois- 
sent toutes indéfiniment. 


Supposons, pour fixer les idées, que les valeurs de w, fassent 
ainsi partie de la suite de celles de ¢, supposée convergente, el 
nommons généralement my, la valeur de m rendant ¢, = (Wy. Par 
hypothese, m, croit sans limite, quand on fait augmenter nm indé- 
finiment. 

Cela posé, les différences ,”— Wn’, Wn — Pm sont infiniment 
petites, puisqu’elles sont égales aux différences ¢m,— %m,, 
°m, — Pm, qui le sont toutes deux a cause de la convergence de p. 
Cest ce qu’il fallait montrer. 


Al. Il est évident que deux variantes infiniment petites sont 
équivalentes, quwune variante donnée est infiniment petite, si 
elle est équivalente a une autre U’étant elle-méme. 


42. Une variante convergente est toujours finie. 
Si en outre elle n’est pas infiniment petite, elle est de peti- 
tesse limitée et finit par conserver un signe constant. 


Raisonnons sur la variante v,, 4 un seul indice, et mommonse une 
quantile positive arbitrairement choisie. Par hypothése, il existe 
Gea alll z ie ny 
des entiers »', uv” tels que, pour m'S y!, m'S w", on a numérique- 
ment 


9m'— Omi Se, 


ow) 
~ 
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Vout 
DAK <e. 


a partir de m = Tee 
Comme on peut écrire 
Pm = CS (Om 7 Pu); 


on voit que, si 9 désigne la valeur numérique de ¢y;, on finit bien 


par avoir numériquement 
9n <0 +; 


Vm est done finie. 
Supposons, en second lieu, que %», ne soit pas de petitesse limitée, 


et soient 
‘ Sig by th, 


les valeurs successives d’une variante auxiliaire infiniment petite. 
On pourrait satisfaire indéfiniment aux inégalités numériques 


Vis < £2, Vm Ek, 


Om, < 1, 


par des valeurs de m,, mz, ..., myx, ++. qui croftraient sans cesse, 
serait infiniment petite. Mais, , étant équi- 


et la variante 4 = Pp, 
valente a (40), cette derniére serait infiniment petite aussi, con- 


trairement a l’hypothése (41). 
On peut ainsi, dans le cas qui nous occupe, assigner une quan- 
Lité positive Z telle qu’on finisse par avoir numériquement 
Dp soll, 
Si donc le signe de ¢,, ne finissait pas par demeurer invariable, 
on pourrait former une suite croissante d’entiers 


Mh, 


1; 722, caus 


telle que P», Cl Pm,,, fussent toujours de signes contraires el qu on 


efit, par suite, toujours numériquement, 


Oe Onell, 


ce qui est impossible puisque ¢» est sapposée convergente. 


43. Toute fonction entiére de variantes convergentes est 


elle-méme une variante convergente. 


PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


a) 
oo 


Il en est de méme pour une fonction rationnelle fraction- 
naire, pourevu que son dénominateur ne soit pas infiniment 


petit (30). 


I. Soit d’abord /(u, °, , ...) une fonction entiére des variantes 
convergentes considérées u, 9, , «--, dont nous nous dispensons 
de noter les indices. En attribuant a ces indices deux systémes de 
valeurs que nous ferons toutes croitre indéfiniment et indépen- 
damment les unes des autres, en nommant généralement w’, 0’, 
w',...,u', 0", wv", ... les deux groupes correspondants de valeurs 


de nos variantes et en posant 


tS Th Soe p — l= 8B, i ner 
’ . 
dot 
i o” = o' + B, we" = w'+ ¥, ; 


il viendra, sil’on développe le polynéme 


5 CR, O15 OO 55) 1 (SIO, Olt oe) 
d’une maniére convenable, 


TOS OSCE oN CH, 8, C2 oo N= Oy 


ou @ est un polymome entrer en’, 0’, w,.. -., a0, eeedonl 


chaque terme contient comme facteur l’une au moins de ces der- 
niéres quantités. Comme uw’, 0’, w’, ... sont finies (42) et que a, 
2, ¥, +-- sont des quantités infiniment petites, parce que wu, °, 
v, ... sontconvergentes, © est nécessairement une quantité infi- 
niment petite (37) et, par suite, f(w, e, m, ...) est une variante 
convergente. 


Hl. Sip, q¢ sont deux variantes convergentes, la seconde non — 


infiniment petite, leur rapport : est aussi une vartante conver- 
gente. 


s / ! x 
Sip’, g' et p", gq" sont les valeurs de p, g correspondant a deux 
systémes de valeurs des indices indéfiniment croissantes, on a 
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fg Dm, | 
Le numérateur de cette derniére expression, qu’on peut écrire 


W u 


PP) (9 =@ Jp’, 


est infiniment petit (37), parce que, p, g étant convergentes, d’une 
part p’, q’ sont des quantités finies (42), d’autre part les diffé- 
rences p” — p’, q" — q' sont infiniment petites. 

Son dénominateur est de petitesse limitée, parce que q étant 
convergente, mais non infiniment petite, on finit par avoir numé- 
riquement, en appelant ¢ quelque quantité positive, g > / (42), 
dou g' g" > I. 

L’expression dont il s’agit est donc infiniment petite (37), ce 
dont il fallait s’assurer. 


HL. La combinaison des deux alinéas précédents complete évi- 
demment la démonstration de notre théoréme, pouryu que, dans 
le second, p, g désignent le numérateur et le dénominateur de la 
fonction rationnelle fractionnaire dont il s’agit. 


AL. St fest la caractéristique dune fonction enticre ou 
d'une fonction rationnelle fractionnaire a dénominateur non 
injiniment petit, et stu’, o', w'; ... d’une-part, u’, v", w", ... 
d’autre part, désignent maintenant deux groupes de variantes 
convergentes et respectivement équivalentes, les variantes 


if ibe, ig Gt eco) CLS OPS ose) 


que nous savons étre convergentes (43), sont de plus équiva- 


lentes Vune a Vautre. 

Les différences wu” — u’, o’ — o', w" — ww’, ... étant toutes infi- 
niment pelites comme ci-dessus, la démonstration de cette propo- 
sition se fera en répétant textuellement celle du théoréme précé- 


dent. 


AS. Une variante est divergente, quand elle n’est pas conver- 
gente. On peut alors établir entre les entiers (1) des relations 
telles, qu’en croissant indéfiniment ensemble de cette manic¢re, ils 
laissent la valeur numérique de la différence (2) supéricure a 
quelque quantité positive (non = 0). 

Si par exemple a, b sont des quantités inégales, et si ?, a pour 
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valeurs, @ quand m est impair, 6 quand m est pair, cette variante 
est divergente; car, en prenant m’, m" toujours de parités diffé- 
rentes, la différence ¢”— ?m se réduit sans cesse a (a — b) et 


par suite n’est pas infiniment petite. 


4G. Une variante dont la valeur numérique finit par se main- 
tenir supérieure a toute quantité positive donnée n’est pas finie ; 
par suite (42) elle est divergente. Les variantes divergentes de 
cette espéce doivent étre particulicrement remarquées; on les 
nomme des quantités infinies. 

Voici a ce sujet quelques remarques a peu prés évidentes : 

Le produit d’une variante de petitesse limitée par une quan- 
tité infinite est aussi une variante infinite. 

Quand une variante est infiniment petite ou infinie, son 
inverse arithmétique est infinie dans le premier cas, infint- 
ment petite dans le second. 

La définition d'une quantité infinie comme inverse arithmétuque 
dune variante infiniment petite présenterait certains avantages 
dans la théorie générale des fonctions; mais ils ne sont pas assez 
sensibles pour nous en faire abandonner la conception habituelle. 


Limites effectives ou idéales des variantes convergentes. 


A7. On dit que la variante Ymin,... @ pour limite ou tend vers 
la quantité (invariable) V, quand la différence 


Vv— Cp delOepan 
est infiniment petite; et, pour exprimer ce fait, on écrit 
lim Vim ns... — Ve 


En particulier, wre variante infiniment petite tend vers zéro. 


48. Toute variante tendant vers quelque limite est conver- 


gente (38). 


e t 
Car la différence Pm',n",...— Pm',n',... pouvant alors s’écrire 


(Oars Cee Ve Pm',n",...) 
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est infiniment petite, comme les deux termes de cette expression, 
pour des valeurs toutes infinies des indices. 

On s’assurera de la méme maniére que deux variantes tendant 
vers une méme limite sont équivalentes, et que st une variante 
donnée tend vers une certaine limite, toute autre équivalenie 
tend ausst vers la méme limite. 


AQ. Si les variantes u,¢, w, ... tendent respectivement vers 
ease ee iv 
dassterstes NG OW. a. et st f(b, Os, 2. .) désigne une 
fonction de ces variantes, soit entiére, soit fractionnaire, mats 
wayant pas alors un dénominateur tendant vers zéro, on a 


VR Adress cree th Ui a 9 Woe vg Vs 


Appelons v une variante dont toutes les valeurs soient égales 
a U, et deméme g, , ... d’autres variantes ne prenant jamais que 
les valeurs V, W, ... respectivement. Ces variantes v,9, 4, ... 
étant évidemment équivalentes a uv, 9, ™, ... respeclivement, 
F(¥, %, Y, ---) est équivalente a f(u, 9, w, ...) (44); en autres 
termes, la différence 


Bi GUE NEVN Grete st etal Cea Mb sien) 


estinfiniment petite, ce qu’il fallait voir. 


50. Si les variantes douées de limites sont toutes conver- 
gentes (48), inversement les variantes convergentes n’ont pas 
toutes des limites, du moins tant qu’on laisse au mot nombre ou 
quantité le sens que nous lui avons attribué jusqu’ici. Mais on 
préfére uniformiser et imager le langage par un ensemble de con- 
ventions dont voici les principales : 


I. Quand une variante convergente ne tend pas vers quelque 
limite, on lui en assigne une idéale qu’on nomme un nombre ou 
une quantité rcommensurable, et qu’on représente par le méme 
signe que si elle existait réellement. On peut alors exprimer la 
convergence d’une variante quelconque, en disant quelle tend 
vers une certaine limite (effective ou idéale suivant le cas). 


- II. Quand deux variantes convergentes sont équivalentes, on 
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dit que leurs limites (commensurables ou incommensurables ) 


sont égales. 


Ill. Aux énoncés des n° 43, 44 on substitue celui du n° 49, 
ce qui définit dans tous les cas une fonction de quantites com- 
mensurables ou incommensurables, soit entiére, soit rationnelle 
fractionnaire a dénominateur non infiniment pettt, en parti- 
culier la somme, la différence, le produtt, les puissances, le 
quotient, etc. de pareilles quantités. 


IV. Si une semblable fonction f(u, 9, w, ..-) des variantes 
convergentes WU, ¢, (¥, ... se trouve étre infiniment petite, on 
dira plus simplement qu’entre leurs limites (commensurables ou 
incommensurables) U, V, W, ..., ¢/ existe Véquation 


f(U, V, W, ...) =o. 


V. Quand une variante convergente n’est pas infiniment petile, 
elle finit par conserver soit le signe +, soit le signe — (42), le 
méme évidemment que celui de sa limite, si celle-ci existe effective- 
ment. Sielle n’existe pas, on dit que la quantité incommensurable 
correspondante est positive dans le premier cas, négative dans 
le second. 


VI. Une quantité incommensurable est dite supérieure ou 
inférieure 4 une autre quantité soit commensurable, soit incom- 
mensurable, selon que leur différence est positive ou négative. 


Etc. 


dl. Une quantité quelconque A étant donnée ainsi qu’une 
autre positive 0, si la différence A — a est numériquement infé- 
rieure 6, on dit que a est une valeur approchée de A a6 pres, 
par défaut ou par exces, suivant que cetle différence est posi- 
tive ou négative. 

Quand A est la limite effective d’une variante convergente 
CONNUE Vp,n,,,,, Se5 Valeurs approchées peuvent étre obtenues par 
la simple considération de cette derniére. Si, en effet, hy 
sont des enters a partir desquels on a numériquement 


? 


AGEN osc = EL Mess 3 0, 
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on aura toujours, mais algébriquement, 


. iC BN N 
Bar Unione aia Oe O!, SN Once SAU as —} ORO, 


) 
VP Onnan t 


d’ot évidemment 


6 N N 
GUVs eacteeaes 4 CRA Cieveete ine 4 0. 


Les membres extrémes de ces inégalités sont ainsi des valeurs 
approchées de A ao prés, la premiére par défaut, la seconde par 
excés. 

Quand A est un nombre incommensurable, ses valeurs appro- 
chées se déduisent, comme ci-dessus, d’une valeur convenablement 
choisie de la variante convergente dont il est la limite fictive. 


52. La démonstration du théoréme suivant faite A ce point de 
vue nous sera ule et éclaircira mieux ce que nous venons de 
dires("). 

Une quantité positive quelconque A a toujours une ra- 
cine mie”e positive et une seule. 


I. L’expression u*, ot u est une quantité positive invariable 
et k un entier infini, croit ou décroit sans cesse et indéfiniment, 
selon que uZt. 

Soit d’abord wu =1-+ «, « étant > o. 

On a u**t = uk(1 + ¢)= uk + eu", d’ot u**! > ut. On trouve 
facilement d’autre part (1+ ¢)*>1-+ ke; or cette derniére quan- 
tité est infinie comme k. 


; ; I j eee 
Si, en second lieu, uw est <1, 7 Ost > 1, et, par ce qui précede, 


ny Wee I 3 F . 
(G) = -, croit sans cesse et indéfiniment. Done u*=1: a 
u uU” i 


décroit sans cesse en tendant vers zéro (46). 


(*) Nous traitons cette question ici pour faire une application immédiate de 
notre théorie des nombres incommensurables, et aussi parce que nous aurons 
incessamment a extraire des racines carrées pour former les modules des quantités 
imaginaires (59, imf.). Mais il n’est pas sans intérét pour le lecteur de noter que 
les développements en séries, employés exactement comme nous l’avons fait dans 
un Mémoire spécial intitulé Théorie des radicauaz, etc. (Revue bourguignonne 
de Enseignement supérieur, t. I, 1891), fourniraient une méthode bien meil- 
leure en théorie pour établir méme I’existence des radicaux arithmétiques; seu- 
lement il faudrait la faire précéder par l’exposition des propriétés des séries 
entiéres a variables et a coefficients réels, faite séparément. 


Me— i. 3 
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Le) 
ras 


Il. llexiste quelque variante positive dont la me”? puissance 
tend vers A. 
En supposant A >1 pour fixer les idées, soit w une quantilé 


positive > 1, et formons la suite 
fe. Ll, “2672 


Comme les termes yont en croissant sans cesse et indéfini- 
ment (1), il y ena certainement deux consécutifs we, wit! don- 


nant 
uku Ks A 


NA 


urkutt ; 


d’ot 
A — uku S ukut! — whe Suku (uu —1)< A(u—r), 


et, par suite, 
lim w'u = A, 


si l’on fait tendre w vers 1. 

Soient maintenant gz, 7 le quotient et le reste de la division 
de ky, par m, et posons u%=. A cause de ky= mqut Pru, 
on aura 


wku 
om — 
uu 
et de plus limw’«=1 a cause de r, << m, limu =1. 
On aura done (49) 
: lim w*« 
NYO Ss a 


i 
ce gu il fallait prouver. 
Méme raisonnement pour A<1, a cela prés qu’il faut prendre 


7 Is ES 


HI. Toute variante positive » dont la m®™¢ puissance tend 
vers A est convergente. 

[l existe évidemment quelque quantité positive « dont la mi*me 
puissance est < A, et ¢ finit par la surpasser, car autrement »” 
ne finirait pas par surpasser «” et, par suite, ne tendrait pas 
vers A > 2”. 

Cela posé, soient »’, °” deux valeurs de » dont les indices crois- 
sent indéfiniment. En appelant ¢’, e” deux certaines quantités infi- 


a 
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niment petites, on a, par hypothése, 


A — yim = e', A ie 7m a ae 
‘ 
Vot 


or gfe 


y’m—1 oie rou Vm—2 3! +...+90 ‘m1? 


et finalement en valeur numérique 


ce qui donne bien 


IV. Deux variantes telles que » sont toujours équivalentes. 

Pour s’en assurer, il suffit de les désigner par ¢’, ¢”, et de recom- 
mencer textuellement le raisonnement ci-dessus. 

V. Quand par hasard A est la m'*™* puissance de quelque quan- 
uté a, toutes les variantes telles que ¢ tendent vers @ et les faits 
ci-dessus offrent peu d’intérét. Mais, quand ilen est autrement, ces 
variantes ne peuvent tendre vers aucun véritable nombre. Les con- 
ventions du n° 50 interviennent alors, poe faire rentrer dans notre 
énoncé l’affirmation des faits dont il s’agit. 

Ces mémes conventions permettent de recommencer le raison- 
nement qui précéde, méme dans le cas ott A serait un nombre 


incommensurable et, par suite, de préciser le sens de la nota- 
1 


. 7 =F ey, 
tion VA ‘of An) pour toutes les valeurs de A, que cette quantité 
soit commensurable puissance mi”? ou non, ou bien qu’elle soit 
incommensurable. 


53. En déterminant comme nous venons de le faire, la nature 
spéciale des quantités incommensurables, en leur étendant, com- 
binées ou non avec des quantités commensurables, les diverses 
opérations élémentaires (toutes comprises dans la formation d’une 
fonction rationnelle), nous avons réalisé implicitement la méme 
extension pour toutes les autres opérations de UV Analyse; car 
chacune d’elles se réduit en définitive & quelque combinaison plus 
ou moins pon pedaee des quatre régles vulgaires du calcul. 

Nous n’avons donc plus aucune raison pour maintenir la res- 
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triction faite jusqwici tacitement par nous sur le sens du mot 
quantité; désormais nous l’appliquerons aussi bien aux limites 
idéales de variantes conyergentes qu’aux quantilés positives et 
négalives ayant exclusivement des nombres entiers ou fraction- 


naires pour valeurs absolues. 


54. Nous avons assigné des limites idéales a toules les variantes 
convergentes qui n’en ont pas d’effectives (50, I). D’autre part, 
toute variante tendant vers une limite effective est convergente (48). 
Il en résulte que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une 
variante donnée Vm n,... tende vers quelque limite commensu- 
rable ou incommensurable est qwelle soit convergente, c’est- 


a-dire que la différence 
Cita Te geen SATE Tn oe 


tende vers zéro, quand les entiers m', n',...,m', n', ... aug- 
mentent tous indéfiniment d’une maniére quelconque. 


CHAPITRE TT. 


SUITE DES DEUX PRECEDENTS. — QUANTITES IMAGINAIRES. 


Execution des opérations rationnelles sur les quantités 
imaginaires. 


55. Les théories algébriques pures, qui toutes impliquent la 
considération des polynémes entiers, de ceux principalement qui 
dépendent d’une seule variable, se simplifient et s’éclaircissent 
dans une mesure considérable, guand ces derniers sont comple- 
tement résolubles en facteurs du premier degré. Tant qu'on 
s’en Lient aux quantités factices dont nous avons parlé jusqu’a 
présent, la possibilité d’une pareille résolution demeure fortuite ; 
mais on la rend certaine et on s’en assure les bénéfices dans tous 
les cas, par un dernier pas fait dans la voie des fictions générales. 
Il consiste a substituer aux quantités positives et négatives, com- 
mensurables ou incommensurables, de nouveaux simulacres d’ou 
Pon redescend encore a volonté et sans effort aux réalités du 
calcul vulgaire. D’ailleurs cette substitution n’est pas moins avan- 
tageuse dans l’Analyse infinitésimale, car tout son édifice a |’Al- 
gébre pour premier fondement. 

Telle est la cause de l’introduction des quantités imaginaires 
dans les spéculations analytiques. L’emploi de cet artifice, limité 
pendant longtemps aux questions de pure Algébre, a été étendu 
pour ainsi dire de nos jours au reste de |’Analyse et il en a com- 
plétement renouvelé la face. C’est avec son aide qu’on a pu décou- 
vrir des analogies surprenantes entre les transcendantes usuelles 
trouvées comme au hasard les unes dans le cercle, les autres 
dans le calcul des exposants, achever la théorie des fonctions 
elliptiques et aborder celle des transcendantes plus élevées, qu’on 
a pu enfin, dans l’exposition des premiers principes cux-mémes, 
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[o/2) 


donner aux raisonnements, avec une élégance inespérée, une 
rigueur rendant désormais inutile la foi spéciale qu’ils exigeaient 
autrefois. Au point de vue mathématique, on pourrait done dire 
avec justesse que nous sommes dans le siécle des quantités ima- 
ginaires. Il ne faudrait pas oublier cependant que leur étude n’est 
pas un bwé & ayoir en vue pour lui-méme; c’est un simple moyen 
dont on pourrait la rigueur se passer complétement comme de 
la considération de toutes autres quantités fictives. 

En reprenant les principes de cette théorie, nous procéderons 
synthétiquement pour abréger, sans nous arréter a des considé- 
rations critiques ou historiques. 


56. Nous.considérons une quantité tmaginaire comme con- 
stituée par la simple association, dans un ordre déterminé, de deux 
quantités quelconques a’, a” (positives ou négatives, commensu- 
rables ou incommensurables), que nous nommerons son premier 
et son second élément, et nous la représenterons provisoirement 
par le signe (a’, a’). 


I. Deux quantités imaginaires (a@’, a”), (b’, b”) sont dites égales, 
si l’on a simultanément a’ = 0’, a= b'; et, pour exprimer ce fait, 
on écrit aussi (a’, a”) = (0, b"). 


I. La somme (a’, a")+ (0, b") +... de plusieurs quantités 
imaginaires données s’obtrent en formant le couple 


(J+ b'+..., a" + b"4+...). 


Elle est indépendante de l’ordre dans lequel on considére ses 


parties. La somme de m quantités toutes égales (a’, a") se repré- 
sentera par m(a’, a"). 


MI. La différence (a’, a") —(U', b") est la quantité imaginaire 
qu'il faut ajouter 4 son second terme pour reproduire le premier, 
c’est-a-dire (a’— b', a” — b"). 

2 ae . e, / I 
. whee: aussi bien la somme de (a’, a”) et de(— b’, — b"), quan- 
uté qu'on dit quelquefois opposée, plus souvent égale et de signe 
ey 77, aS ew Alf ? a 
contraire a (b', b"), et qu’on représente par —(0’, b"). 


R 
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IV. Le produit de (a', a") par (U’, b") se forme en prenant la 
quantité 
(a’ (<= a’ ihe a’ = a’ b'); 


il est en fait indépendant de l’ordre de ses facteurs. 

Comme en Arithmétique, on multiplie les unes par les autres 
plus de deux quantités imaginaires en multipliant successivement 
par chacune d’elles le produit de celles considérées auparavant, 
et l’on démontre que leur produit est indépendant de l’ordre des 
facteurs. 

Une puissance est de méme un produit de facteurs tous égaux 
entre eux. 


V. Le quotient de (A’, A") divisée par (a’, a") est la quantité 
imaginaire dont le produit par cette derniére est égal a la pre- 
micre. Ses éléments x’, x” s’obtiennent done (IV) par la réso- 
lution des équations linéaires simultanées 


(aa) — a" a" — A’, 


j Cpe aw = NR 


Il y a trois cas a distinguer : 

1° Si les éléments a’, a du diviseur ne sont pas tous deux nuls, 
le déterminant a’? + a’? des coefficients des inconnues ne peut 
s’évanouir. Ce systéme d’équations est possible et déterminé, le 
quotient existe et a une valeur unique dont les éléments sont 

es a AU UES ayes a A”—a'A’ , 
a*+a™ a?+ a’? 

2° Siles éléments du diviseur sont tous deux nuls, sans qu’il en 
soit de méme pour ceux du dividende, la division est impossible. 

3° Si les éléments du diviseur s’évanouissent tous deux et ceux 
aussi du dividende, le quotient est absolument indéterminé. 


57. Ces principes renferment virtuellement Vextension aux 
quantités imaginaires, de toutes les opérations rationnelles : for- 
mules de Cramer pour la résolution des équations linéaires, du 
Binéme pour le développement des puissances des polyndmes, etc.; 
el, en représentant chaque quantité imaginaire par une seule 
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lettre, toules ces formules conservent exactement leur aspect 
extérieur. Nous ne pouvons entrer dans les détails fastidieux de 
cette vérificalion, et nous devons nous contenter des observations 
suivantes qui sont les principales : 

1° Pour combiner plusieurs polynémes par voie d’addition 
et de soustraction, tl suffit de changer les signes des termes 
des polynémes soustractifs, puis dz les ajouter ensemble et avec 
ceux des polynémes additifs; conséquence immédiate de la 
définition de l’addition, de la soustraction et des quantités oppo- 
sées (56, IT, III). 

2° Le résultat de la combinaison, par vote exclusive de mul- 
tiplication ou de division, de quantités imaginatres en nombre 
quelconque, dont quelques-unes sont précédées du signe —, 
est égalaceqwil serait sil’on effacait tous ces signes, pourvu 
que, sils sont en nombre impair, on affecte ce résultat du 
signe —. 

Cette extension de la régle des signes a pour cause ce fait, 
que les éléments d’un produit étant des fonctions linéaires et 
homogénes de ceux de chacun de ses facteurs considéré isolé- 
ment (56, [V) changent tous deux de signes, quand ceux d’un seul 
facteur subissent cette modification; la substitution a un seul fac- 
teur, de sa quantité opposée, transforme donc aussi le produit en 
sa quantité opposée. 

3° On peut effectuer le produit de n polynémes donnés, en 
associant de toutes les mantéres possibles un terme du premier 
avec un terme du second, etc., et un terme du nee, faisant le 
produit de ces n termes, puts la somme de tous les semblables 
produtts partiels. 

Soit Pabord a multiplier la quantité 


(1) GAG AZ) 
par la somme 


En posant 
b,+64+...4+-6,=B', 
bi+ 634+...+6,=B", 


(3) 


e, 
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/ x Le (2 v 3 
B’, B" seront les éléments de la somme, et l’on aura (56, [V) pour 


le produit cherché 
(A'B'— A”B", PNG By A i A"B’). 


Mais, comme les éléments de ce produit sont tous deux des fone- 
tions linéaires et homogénes de B’, B’, éléments de l'un de ses fac- 
teurs, en y remplacant B’, B”’ par les premiers membres des éga- 
lités (3), une décomposition évidente mettra ce produit sous la 
forme 


(A'b, — ANDY, Aly + ANDY) +... (ADL — ANDI, AEE ANDI). 


En d’autres termes, si Pon désigne simplement par A, 6, 
bz, ..., by les quantités (1), (2), on aura bien 


(4) A(b,+ b2.+...+6,)=AO,4+ Abz+...+Abz. 
51 maintenant A est une somme telle que 
ayo CO oe = Ahs 
on aura par ce qui précéde 
Ab, SS 0h) Dy 3 Gilde SIG o a ap by, 


| Ab, = a,b, + a.6,+...+ a,b, 


(5) 


et, en combinant les égalités (4), (5), on metlra immédiatement 
le produit 

(@,+ dg +...+ ap,)(O,+ by +...+ dx) 
sous la forme indiquée par notre énoncé. 

Du cas ot il s’agit ainsi d’un produit de deux polynémes, 
on passera de méme ad ceux ot il yaaen considérer 3, 4, ..-, 2, 
en supposant successivement que A représente le produit de 
2,3,... (m—1) polynomes. 


58. Toutes les généralités des n° 27 et suiv. sur les variables 
indépendantes, les fonctions rationnelles, irrationnelles ou 
transcendantes, les Equations, etc., s’appliquent textuellement 
aussi aux quantilés imaginaires, el nous ne Croyons pas utile de le 


signaler autrement. 
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39. Nous avons bien donné a deux quantités imaginaires oppo- 
sées la qualification d’égales et de signes contratres (56, HI), 
mais cela dans un sens essentiellement redatif et figure. Quant a 
la notion de signe absolu, elle n’est pas applicable aux quantités 
de cette espéce, celle non plus de grandeur ou de petitesse relative 
qui nait de la constatation des signes de leurs différences. Néan- 
moins, on a trés souvent a faire entre elles, 4 ce point de vue, une 
sorte de comparaison vague résultant de la considération dun troi- 
siéme élément trés important dont nous allons maintenant parler. 

On nomme module de la quantité imaginaire a =(a', a") et on 
représente souyent par la notation moda, la racine carrée arithmé- 
lique (positive) (52) 


de la somme des carrés de ses deux éléments. Nous avons déja vu 
le carré du module du diviseur jouer un réle important dans la 
discussion du probleme de la division (56, V). 

Le module est ainsi supérieur, égal au moins, a la plus 
grande des valeurs absolues des deux éléments. 

La nullité simultanée des deux éléments entratine celle du 
module, c’est évident. Réciproquement, cette derniére nullité en- 
traine les deux premiéres. Car simoda est nul, son carré a’? + a"? 
Pest aussi, a’? et a"? également, qui sont des quantités essentielle- 
ment positives, et, par suite, a’, a’. 

Deux quantités opposées ont des modules égaux. Car leurs 
éléments étant respectivement égaux et de signes contraires, les 


sommes de leurs carrés sont égales ainsi que leurs racines carrées 
positives. 


60. Entre les modules des résultats des opérations élémentaires, 
et les résultats d’opérations homonymes exécutées sur les modules 
des quantités imaginaires intéressées dans ces opérations, il existe 
des relations importantes a noter. 


En appelant a, b deux quantités imaginaires quelconques, 


a, B leurs modules et «—% la valeur absolue de la diffé- 
rence 4— fs, on a la double inégalité 


(6) a—S<Smod(a+6)Sa+8, 


CHAPITRE II. — SUITE DES DEUX PRECEDENTS. — QUANTITES IMAGINAIRES. 43 


SS f- I / AL Es £ 
Si a’, a", b', b" sont les éléments de a, b, le carré de mod(a + b) 
/ 
est 


(a+ bP? + (a"+ bt = a? + a2 + 52 + b+ 9(a'b'+ ab") 
2 


=o? + B2-bo /2B? (a b"— a bp, 


a cause de i’égalité évidente 


’ 


(a'b'+ a'b")? + (a'b"— a’ b')? = (a? + al?) (62 + 6") = a? B2 


et en placant bien entendu devant le radical celui des deux signes 
qui rend le dernier terme égal a 2(a'b'+ a'b"). 

Comme (a b" — a"b')? est une quantité essentiellement nulle ou 
positive, la quantité placée sous le radical ne peut surpasser 282, 
et, par suite, la valeur absolue du dernier terme ne peut sur- 
passer 248. 


Le carré de mod(a + b) ne peut donc étre inférieur a 


ni supérieur a 
a2 + 82+ 948 =(a+ B)?, 


ce qui revient a ce que nous voulions prouver. 


61. Pour avoir précisément 


“Co 


(7) mod(a+6)=24+ 


) 


il faut évidemment et il suffit que l’on ait Végalité 


GHP a’ bl= 0 
et Vinégalité 
aba 6"20. 
Ces conditions sont satisfaites, quand lune des quantités a, b 
a ses deux éléments nuls, ou bien, quand soit leurs premiers, soit 
leurs seconds éléments s’évanouissent en méme temps, et que les 
autres sont des quantités de méme signe. 
Quand aucun de leurs éléments ne se réduit a zéro, la multi- 


plication de l’égalité par 6/6" donne 


a! b'.b — ab’. =0, 
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en vertu de quoi les produits a/b’, a’b" ont un méme signe qui 
est + A cause de l’inégalité. Les éléments d’un méme nom sont 


done d’un méme signe et de plus proportionnels a ceux de 
l’autre nom, car la méme égalité donne encore 


62. Pour la somme de quantités imaginatres a, b, c, .+., 
en nombre quelconque, on a plus généralement 


(8) mod(a+6+e+...+2)<moda+modb+ mode+...+ mod. 


Car la derniére des inégalités (6) donne successivement les 
suivantes 


mod(a+ 6)<moda+ modb, 


mod[(@a+ 6)+c]<mod(a+ 6) + mode, 


(9) 


\ mod[(a+b+c+...)+/l]<mod(a+b+c+...)+modl, 


dont Vaddition membre & membre conduit a celle qu’il fallait 
établir. 

Pour que la relation (8) ait lieu avec le signe =, il est néces- 
saire et suffisant qu’il en soit ainsi pour chacune des relations (9) 
dot nous l’avons déduite. En ayant égard 4 ce que nous avons 
dit ci-dessus (61), on obtient facilement la condition suivante : 
En faisant abstraction de celles des quantités proposées qui ont 
des éléments tous deux nuls, les autres doivent avoir soit leurs 
éléments d’un méme nom tous nuls et ceux de l'autre nom de 
méme signe, soit leurs éléments de chaque nom tous de méme 


signe et proportionnels a ceux de Vautre nom. 


63. En conservant les notations du n° 60, on a aussi 


a—fBSmod(a— b)<2+ 68. 


On déduit immédiatement cette relation de celle qui a été 
démontrée au numéro cité, en remarquant que l’on a 


a—b=a+(—b) 
el 
mod(— 6) = modb = 8. 


a 
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mod(a—6)= a— 8 


exige la condition trouvée au n° 61 pour légalité (7), a cela prés 
que Jes éléments auxquels elle imposait un méme signe doivent 


avorr tct des signes contratres. 


64. Le module d’un produit est égal au produit de ceux de 
ses facteurs. 


Pour deux facteurs seulement (a', a"), (b/, b"), le point en 
question résulte de Videntité évidente 


(a b'— aH b")2 = (a’ 6--— a” b' 2 = (a2 Eis a2) ( b'2 = b"2), 
qui donne par extraction des racines carrées positives 
mod[(a’, a”)(6', 6”)|] = mod(a’, a”)mod(U’, 6"). 


Aprés quoi, on passe sans difficulté au cas du produit de fac- 
teurs en nombre quelconque. 


65. Le module du quotient d’une division (possible) est égal 
au quotient de celui du dividende divisé par celui du diviseur. 
C’est une conséquence évidenle de ce qui précéde. 


66. On notera cette observation générale évidente : Quand une 
expression est entiére, c’est-a-dire quand son calcul comporte 
exclusivement des additions, soustractions et multiplications, 
son module ne peut surpasser le résultat obtenu en y substi- 
tuant partout le signe + au signe —, et les modules des quan- 
tités sur lesquelles on doit opérer a ces quantités elles-mémes. 


67. Quelquefois, quoique assez rarement, on a a considérer 
deux quantités imaginaires telles que (a, a’), (a’, — a") ayant 
leurs éléments, les premiers égaux, les seconds égaux numérique- 
ment, mais de signes contraires; on les dit conzuguées. Leurs 
modules sont évidemment égaux. 

Une quantité imaginaire se confond avec sa conjuguée, quand 
son second élément s’évanouit; sinon elle ne peut lui étre égale. 
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Si, dans une expression rationnelle queleonque, on remplace 
chaque quantité imaginaire y figurant par sa conjuguée, sa 
valeur se transforme simultanément en sa conjuguee. 

L’exactitude de cet énoncé se vérifie directement pour le résultat 
de chacune des opérations élémentaires définies au n° 56. Elle est 
done générale, puisque tout calcul rationnel est décomposable en 


opérations élémentaires. 


Mécanisme de la substitution de quantités imaginaires 
aux quantités positives et négatives. 


68. Le résultat de calculs arithmétiques quelconques exé- 
cutés sur des nombres absolus est précisément la valeur numé- 
rique du résultat des calculs factices homonymes exécutés sur les 
quantités positives qui ont ces nombres absolus pour valeurs 
numériques (25). D’ot Vassimilation constante faite entre ces 
objets de natures pourtant si dissemblables, pour bénéficier des 
avantages rappelés au numéro cité. 

Méme chose se passe pour les quantités positives et négatives 
relativement aux quantilés imaginaires, en vertu de l’obseryation 
suivante dont exactitude est générale, parce qu’elle se vérifie 
immédiatement pour les diverses opérations fondamentales défi- 
nies dans le paragraphe précédent : 


En exécutant un calcul quelconque sur des quantités imagt- 
naires dont les seconds éléments sont tous nuls, on obtient un 
résultat dont le second élément est nul aussi, et dont le premier 
est le résultat du calcul algébrique ordinaire de méme nature 


exécuté sur les premiers éléments des quantités imaginaires 
considérées. 


fl enrésulte immédiatement que, pour obtenir le résultat d’un 
caleul algébrique ordinaire a exécuter sur des quantilés post- 
tives ou négatives données a’, b', c!, ..., on peut aussi bien, si 
, = i ty FA - 3 A . . . 
Vony trouve intérét, instituer le méme calcul (tmaginaire) sur 
Rates: ior ; ; ; oe: 
les quantités imaginaires (a', 0), (U’, 0), (e',0),..., substituées 
x ! / f = ° rye a 
aa’, b',c',..., puis prendre le premier élément de son résultat. 
ieee Lo Oe Se , : . 3 
C’est precisement ce que Von fait en raisonnant exclusivement 


cI 
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sur des quantités imaginaires dont le calcul renferme ainsicomme 
cas particulier tout celui des quantités positives et négatives; et, 
en procédant de cette maniére, on obtient le résultat poursuivi, de 
ne jamais étre arrété dans une transformation analytique par 
Vimpossibilité de décomposer les polynémes entiers a une seule 
variable en facteurs linéaires (55), parce que tout polynéme de 
cette espéece, quand tl ne dépend que de quantités imaginaires, 
est toujours susceptible d’une semblable décomposition. Nous 
le ferons voir dans la deuxiéme Partie de cet Ouvrage, en prouvant 
Pexistence constante de quelque racine pour toute équation dont 
le premier membre se réduit 4 un semblable polynéme. 

Mais ce ne sont pas les polynémes ordinaires qu’on résout en 
facteurs linéaires ordinaires; cette opération n’est pas toujours 
possible, ou en facteurs imaginaires : ces mots n’auraient pas de 
sens, CE SONT LES POLYNOMES IMAGINAIRES QUI LEUR SONT AINSI 
TACITEMENT susstiruts. En n’insistant pas promptement sur cette 
distinction, la plupart des auteurs rendent la théorie des quantités 
imaginaires presque inintelligible. 


69. On donne le nom de réelles aux quantilés imaginaires dont 
les seconds éléments sont nuls et qui sont ainsi assimilables aux 
quantités positives et négatives. Ces derniéres sont dites aussi 
réelles pour opposer leur nature spéciale a celle des quantités 
imaginaires; il en résulte ainsi, pour le sens de ce mot, une ambi- 
guité contre laquelle il faut se tenir en garde, sous peine dene pas 
bien comprendre ce que !’on fait, mais qui cesse bientét d’avoir des 
inconvénients. Dans la notation et dans le langage, on confond 
sans cesse une quantité réelle, simple variété de quantité imagi- 
naire, avec son premier élément, quantité essentiellement algé- 
brique, c’est-a-dire positive ou négative; ceci fixe le sens a atta~ 
cher aux expressions impliquant a la fois des quantités imaginaires, 
des quantités positives ou négatives, et fournit en méme temps les 
moyens d’en opérer le calcul. Les nombres absolus y jouent natu- 
rellement le rédle de quantités positives. 

Le module d’ une quantité réelle se réduit a sa valeur nume- 
rique. 

Pour ajouter a une quantité imaginaire ou pour en retran- 
cher une quantité réelle, il suffit d’ajouter a son prenuer élé- 
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ment ou d’en retrancher la quantité réelle considérée (c’est- 
a-dire la quantité positive ou négative dont elle tient la place). 
Pour multiplier ou diviser une quantité imaginaire par une 
quantité réelle, il suffit d’en multiplier ou d’en diviser par 
elle les deux éléments a la fois. 
Le résultat a pour module le produit ou le quotient de celut 
de la quantité imaginaire par la valeur numérique de la 


quantité réelle. 


70. L’assimilation d’une quantité réelle a la quantité positive 
ou négative qui lui sert de premier élément entraine Vassimilation 
au zéro algébrique de la quantité imaginaire dont les deux élé- 
ments sont nuls. 

Ainsi done une quantité imaginaire est nulle, quand ses élé- 
ments le sont tous les deux. 

Quand une quantité imaginaire est nulle, son module lest 
ausst et réciproquement (59). 


71. Pour qu’un produit soit nul, tl est nécessaire et suffisant 
que Vun de ses facteurs au moins le soit. 


Si le produit est nul, son module l’est en méme temps (70) et 
par suite aussi le produit des modules des facteurs qui lui est 
égal (64). Done Pun de ces modules au moins est nul, ce qui 
entraine la nullité de la quantité correspondante. 

Si Pun des facteurs du produit considéré est nul, son module 
est aussi, ce qui entraine la nullité du produit des modules des 
facteurs, puis celle du module du produit, puis enfin celle du 
produit lui-méme. 


72. Si a désigne le module d’une quantité imaginaire a non 


. a . 
nulle, le quotient =, 2 1 pour module, et, comme on a inversement 


a ad Wale . . A hz 
C0: me toute quantite iumaginaire peut etre considérée comme 


étant le produit de son module par quelque quantité de mo- 
dule 1. 


ore a ue . “Ve 
Cette derniére 7 dont la considération n’est pas sans utilité, est 


ce que Cauchy a nommé la clef de a. 
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Le produit, le quotient de deux clefs est encore une clef; et de 
méme, plus généralement, pour un mondme rationnel, mais de 
coefficient 1, par rapport 4 plusieurs clefs. 


73. Le produit de deux quantités imaginaires conjuguées 
se rédutt au carré de leur module commun (67). 


I] vient immédiatement en effet 
(a', a")(a’, — a") =(a? + a", 0), 
Or nous sommes convenu de regarder comme indistincts 
(a+ a", 0) et a?+ a”, 


Réciproquement, deux quantités imaginaires sont nécessaire- 
ment conjuguées, quand elles ont un méme module dont le 
earré estégal a leur produit. Car, sil’on a 


Cae a’\(0'" b") a ata He: — (ah. a’\(a’, ot ae) 
avec (a’, a") non = 0, il vient, en divisant tout par (a’, a" 
(bk b") — (Ge — a’). 


Si (a’, a”) =0, (0’, b") est nulle aussi 4 cause de l’égalité des 
modules, et ces deux quantités sont encore conjuguées. 


74. Si dans un calcul quelconque exécuté sur des quantités 
réclles et sur des quantités imaginatres, on remplace ces der- 
niéres par leurs conjuguées, le résultat primitif se change 
GUSSL EN SON CONJUgUE. 


Car une quantité réelle se confondant avec sa conjuguée (67), 
(69), les choses se passent comme si l’on substituait leurs conju- 
euées a toutes les quantités impliquées dans le calcul en question, 
sans distinction entre celles qui sunt réelles et celles qui ne le 


sont pas (67). 


75. Habituellement et quand il y a lieu, on met en évidence 
d’une maniére spéciale les éléments d’une quantité imaginaire 
donnée a=(d’, a"). D’apreés ce que nous avons dit sur la combi- 

M. —I. 4 
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naison des quantités réelles et des quantités imaginaires (69), on 


a immédiatement 
(a', a") =(a’, 0) +(0, a") =a'+ a"(0,1) = a+ 1a’, 


en convenant une fois pour toutes de désigner part la clef ima- 
ginaire (0,1) (72). En conséquence, on nomme, dans la quan- 
lité imaginaire a, partie réelle et coefficient de i les quantités 
réelles a’, a’ que nous avons appelées jusqu’ici son premier et son 


second élément. 
Il est clair inversement, toujours en restant fidéle a l'ensemble de 


nos conventions, que, a’, a” désignant deux quantités réelles quel- 
conques, a’ + ia" se confond avec (a, a"). 


76. Cette considération conduit 4 de nouveaux mécanismes 
pour obtenir les éléments du résultat d’un calcul rauionnel a opé- 
rer sur des quantités imaginaires a, b, c, .... 

Ce méme calcul exécuté sur les bindmes équivalents a! + 1a’, 
b’+ 1b", cl + ic", ... conduira, s'il ne comporte aucune division, 


dun certain polyndme enter en Z 


(1) Int hth... +h, 


dont tous les coefficients hy, h,, ..., hy sont des quanutés posi- 
tives ou négatives. 
Cela posé, on trouvera facilement 


(2) B= (10) a 
puisqu’on identifie (— 1,0) 4 —1, puis 


v9 


ene ue=t, = lL, eaenets 


plus généralement 


X 


(3) Uv, ou 2, ou —1, ou — J, 


? etter 
selon que l’exposant n divisé par 4 donne pour reste 0, ou 1, ou 
2, ou 3. Si donc on fait les substitutions (3) dans le polyndme (1), 
sa réduction lui donnera la forme 


H’+ iH", 
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ou H’, H” sont des quantités positives ou négatives évidemment 
égales aux éléments du résultat cherché. 

On peut obtenir d’une maniére analogue les éléments du quo- 
tient @une division, en faisant intervenir la quantité conjuguée du 
diviseur. On a effectivement 


Neen (A’+ tA")(a'— ta") CLINE EOF AUN 5 GE IN a GING 
=z 5 = = 0 
a 1a" (a'+-ta")(a'— ia") at+aqie "qt a 


C’est en procédant ainsi, et d’une maniére empirique, que les 
anciens géométres se sont élevés presque inconsciemment A la 
conception générale des quantités imaginaires dont ils prenaient 
pour type a’+ a" 7. 

Mais on a fait longtemps de vains efforts pour pénétrer le sens 
du signe = qui effectivement n’en aaucun, parce qu’une quan- 
ulé négative n’a point de racine carrée. Notre signe ¢ représente 
bien, en vertu de la relation (2), une racine carrée de —1, mais 
de — écrit par convention expresse a la place de la quantité 
imaginaire (— 1,0), ce qui est tout différent. 

Ajoutons que —r (considéré comme quantité imaginaire) a 


deux racines carrées, savoir (0,1) et (0, —1), que le signe \/— 1 
ne saurait représenter sans ambiguité. La lettre z désigne la pre- 
miére, celle dont Je second élément est positif. 


Variantes imaginaires. 


77. Une variante imaginaire 0m,n,... AUX HGLCOS e010, toh « 

est la quantité qui a pour éléments deux variantes ordinaires 
1 " , < A * : y) 
O'n,n,...1 %m,n,.. dependant des mémes indices (34). . 

On la dit finie, de petitesse limitée ouinfiniment petite, selon 
que ses deux éléments a la fois jouissent de l’une ou I’autre de 
ces propriétés (35), (36). 

D’aprés cela, il est évident que le module d’une variante est, 
en méme temps qu'elle, fini, de petitesse limitée ou infiniment 
petit. 


i? 
MN, 9 


78. On dit que la WAULANLEt Or ype 9 _) tend vers 


" 
myn,. 
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la limite V =(V', V") quand on a simultanément 


s / fa ig Wilt My 7 nee A Wild 
lim Vin tsc0s Tat \ y] lim 9)» 72... as \ y) 


ou bien, ce qui revient au méme, guand la différence 


Ul i Y y 
V — m,n... ssn! = Vyrinace? Vo Vin,n,...) 


est infiniment petite (rey. 
Toute quantité infiniment petite tend ainst vers Zéro. 
La condition pour que ¢»,n,.., tende vers quelque limite est donc 


que les différences 


re Rh Wate oa a ae 
soient Pune et l’autre infiniment petites pour des valeurs toutes 
infinies des indices m,, 24, --., M2, Ne, ... (54), c’est-a-dire, 
gs cite ame ; , ‘aes 
comme s’il s’agissait d’une variante réelle, gue la dif/érence 


Vitiay iiss emem WY TIL AID ne 


~ 


sott infiniment petite dans les mémes circonstances. 


79. ScVona 


bing Ve 


On a aUsst 
lim(mod¢) = mod VY. 


Car la différence mod V — mode, ne surpassant pas numérique- 
ment mod(V— +) (63), est infiniment petite comme ce dernier 
module qui est supposé létre. 


80. Les remarques énoncées au n° 37 sont textuellement 
applicables aux variantes imaginaires : 


1 Parce que le module d’une fonction entiére de plusieurs 
quantités imaginaires est inférieur a la valeur qu’acquiert cette 
fonction quand on y remplace tous ses signes — par des signes +, 
et les quantités dont elle dépend, par des quantités positives, 
égales ou supérieures a leurs modules (66); parce que le module 
Wun quotient est inférieur au quotient de deux quantités positives, 


° 
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la premiére supérieure au module du dividende, la seconde infé- 
rieure a celui du diviseur (65). 
2° Pour les mémes raisons. 


81. En utilisant ces remarques et en raisonnant suivant les 
indications du n° 49, on étendra sans peine aux quantités imagi- 
naires le théoréme dont I’énoncé s’y trouve et que nous croyons 
devoir reproduire a cause de son importance capitale. 

Si les variantes u, 9, , ... tendent vers les limites U, V, 
W, ... respectivement, et si f(u, v, , ...) désigne une fonc- 
tion de ces variantes soit entiére, soit fractionnaire, mais 
nayant pas un dénominateur tendant vers zéro, on a 


Iintang(ee, Os Oe gy Os WEIS Ses 


82. Une variante imaginaire dont le module est infini (46), ce 
qui a lieu par exemple quand quelqu’un de ses éléments est infini, 
se nomme aussi une quantité infinie. 

Pour des raisons analogues a celles qui ont été invoquées au 
n° 80, les observations finales du n° 46 sont littéralement appli- 
cables aux quantités imaginaires infinies. 


Notation graphique des quantités imaginaires. 


83. La conception simultanée des deux éléments a’, a et du 
module d’une quantilé imaginaire a présente quelques difficultés, 
surtout quand elle varie; on les a supprimées de la maniére la plus 
heureuse par la considération du point qui a pour abscisse a’ et 
pour ordonnée a" relativement a deux axes de coordonnées rec- 
tilignes rectangulaires OX’, OX” tracés dans un méme plan. La 
position de ce point donne non seulement par ses coordonnées 
les éléments de a, mais encore par sa distance 4 l’origine le mo- 
dule de cette quantité; aussi on l’identifie en quelque sorte avec 
elle en lui donnant le méme nom et en le désignant par la méme 
lettre. 

Les quantités réelles positives ou négatives sont représentées 
par des points situés sur les parties de mémes noms respective- 
ment de OX’, axe des premiers éléments, et le zéro imaginaire par 
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Vorigine O. Les points situés sur Vaxe OX" des seconds éléments 
c orrespondent aux quanlités dont le premier élément est nul, 

Deux quantités (c’est-a-dire les points correspondants) sont 
symétriques : par rapport a lorigine quand elles sont opposées 
(56, LIT), par rapport a l’axe des premiers éléments quand elles 
sont conjuguées (67). 


84. D’aprés la définition de l’addition et de la soustraction (56), 
le point correspondant a lasomme a+ b-+-...+ lest Vextrémité 
d’une ligne brisée commencant a l’origine et ayant des cotés égaux 
et directement paralléles aux rayons vecteurs Oa, Ob, ..., Ol 
placés dans un ordre quelconque. 

Celui qui correspond a la différence a — 6, est extrémité d’une 
semblable ligne brisée formée par deux cétés toujours paralléles 
aux segments rectilignes Oa, Ob, mais le premier directement, 
le second inversement. 

Ces représentaions géométriques de l’addition et de la sous- 
traction, combinées avec les propriétés des polygones plans, font 


retrouver immédiatement les propriétés du module d’une somme 
ou d’une différence (60 e¢ suiy.). 


85. Le point a représente évidemment la différence a — b, si, 
par simple translation, on améne le systéme des axes coordonnés 
a avoir son origine en b, c’est-a-dire si l’on rapporte a a ces nou- 
veaux axes. 

En particulier, mod(a — b) est représenté graphiquement par 
la longueur du segment rectiligne allant de b a a. Nous aurons 
bien souvent a utiliser ces deux observations. 


86. La clef de a (72) est représentée géométriquement par la 
trace du rayon vecteur Oa indéfiniment prolongé, sur la circon- 
férence de rayon 1 quia l’origine pour centre. 

Le produit de la quantité quelconque a= a'-+ ia" par une 
clef §= 0 + 76" a pour éléments 6’a!— "a" et Wa" + a’, cest- 
a-dire, en vertu des formules pour la transformation des coordon- 
nées rectangulaires, les coordonnées par rapport aux axes OX’, 
OX", du point ayant a’, a" pour coordonnées relativement a ce 
qwils deviennent apres une rotation autour de Vorigine ame- 
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nant OX! & coincider avec le rayon vecteur OO en position et 
en direction. 

Ainsi done, la multiplication de a par la clef 0 a pour effet 
graphique une simple rotation de a autour de lorigine, de 
mémes sens et amplitude que celle & imprimer a& Vaxe OX! 
pour Vamener a passer par le point 9. 

D’autre part, on multipliera évidemment a par une quantité 
positive > en multipliant simplement son module par > sans 
changer la direction de sonrayon vecteur. En considérant donc 
un multplhcateur quelconque t comme le produit de son mo- 
dule z par sa clef 9, la combinaison de ces observations fournira 
facilement le point correspondant au produit at. 

‘Il en résulte inversement pour la division une représentation 
graphique assez évidente pour qu’il nous soit inutile de la déve- 


lopper. 


87. Quand une quantité imaginaire @ varie, le point corres- 
pondant se déplace. En particulier, si un seul des éléments de a 
change de valeur, ce point se meut sur une droite située parallée- 
lement a axe de méme nom et a une distance égale a la valeur 
constante de autre élément. Si, en variant, les éléments de a 
restent proportionnels 4 deux constantes, le méme point se meut 
sur quelque droite passant par lorigine. Si moda@ conserve une 
valeur constante 7, ce mouvement s’effectue sur une circonférence 
décrite de Porigine comme centre avec 7” pour rayon, etc. 


88. Quand une variante ¢ est finie ou de petitesse limitée, son 
module reste inférieur dans le premier cas, supérieur dans le 
second, a quelque quantité positive R. Par suite, le point corres- 
pondant se meut dans le premier cas 4 Vintérieur, dans le second 
a Pextérieur d’un cercle de rayon R, ayant lorigine pour centre. 

Quand elle tend vers une limite V, la distance des points 9, V 
mesurée par mod(V — ¢) (85) est alors infiniment petite; dans 
son mouvement, le point ¢ se rapproche donc indéfiniment du 
point fixe V, en particulier de lorigine si ¢ est infiniment petite. 

Si » est infinie, mod¢ lest par définition, et le mouvement du 
point ¢ est de nature telle, quwil s’éloigne indéfiniment de Vorigine 
et méme de tout autre point fixe. 
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89. Les limites entre lesquelles doivent se maintenir les élé- 
ments d’une variable indépendante x pour que telle ou telle cir- 
constance se réalise sont précisées habituellement par Vindication 
@une aire a Vintérieur ou a l’extérieur de laquelle doit rester le 
point correspondant 2. Souvent cette aire n’est pas dépourvue de 
toute solution de continuité comme celles des triangles, rec- 
tangles, cercles, ellipses, etc., mais elle est perforée en une ou 
plusieurs de ses régions, de maniére 4 offrir par exemple l’appa- 
rence d’une couronne limitée par deux circonférences concen- 
triques de rayons inégaux, ou bien de !’espace a la fois intérieur 
a un cercle mais extérieur a d’autres cercles plus petits qui sont 
ala fois intérieurs au premier et extéricurs les uns aux autres, etc. 

Quoi qu’il en soit, nous dirons qu’une aire de cette espéce est 
limitée quand la distance de deux quelconques de ses points y 
demeure finie, ¢/dimitée quand cette distance y peut croitre au 
dela de toute limite. 

Nous appellerons quelquefois dimension Wune aire limitée, la 
valeur maximum qu’y peut atteindre la distance de deux de ses 
points, ou, ce qui revient au méme (85), le module maximum de 
la différence de deux valeurs de x tombant l’une et l’autre dans 


son intérieur. 


90. Dans chaque question comportant la considération de plu- 
sieurs variables indépendantes x, y, s, ..., il faut, en général, 
noter graphiquement leurs valeurs par des points 2, y, 5, ... 
rapportés a autant de systémes d’axes coordonnés rectangulaires 
dorigines Ox, Oy, Oz, ..., tracés dans des plans différents. 


91. Nous aurons occasion d’utiliser la remarque suivante : 


Quand les valeurs de plusieurs variantes u, 9, ..+,  asso- 
ciées en systéme tombent sans cesse dans des aires limitées Sy, 
Sy, +++, S, respectivement, on peut extraire de la suite indé- 
finie des systémes de leurs valeurs, une autre suite indéfinie de 
systemes composés exclusivement de variantes qui toutes sont 
pourvues de limites. 


-Supposons d’abord que le systéme soit composé d’une seule 
variante  tombant sans cesse dans l’aire limitée S, et soient 


&1, £2, see, Em, oe ey 
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la suite des valeurs d’une variante positive infiniment petite. On 
peut évidemment partager l’aire S en un nombre limité de frag- 
ments de dimensions inférieures a ¢,, et, dans l’un au moins de ces 
fragments S,, tomberont une suite illimitée de valeurs de ¢, sans 
quoi le nombre total de ces valeurs serait limité. 

En raisonnant sur cette suite partielle illimitée, sur S, et ea, 
comme nous venons de le faire sur la suite générale des valeurs 
de ¢, sur S et ¢,, puis toujours de la méme maniére, on formera 
une suite indéfinie d’aires partielles 


(1) SO lyk e Sinn we wane 


jouissant de cette double propriété, que chacune d’elles est un 
simple fragment dela précédente, et par suite de l’une quelconque 
de celles venant ayant celle-ci, qu’elle contient un nombre illimité 
de valeurs de ¢ et que celle d’indice m est de dimension inférieure 


a Em. 


Cela posé, appelons 
V1, 2, seey Pm, ose 


des valeurs de ¢ choisies dans l’ordre de leur succession, de ma- 
niére a tomber toutes dans les aires emboitées (1) respectivement . 
Le terme général de cette suite tend nécessairement vers une cer- 
taine limite, car, en appelant m’ le plus petit des entiers infinis m’ , 
m", les points ?m’, %m tombent tous deux dans aire Says (G Ou; 


par suite, 
mod K Gn — Pm!) < Em's lim ( Y mt — Om!) =0 (78 ) 


Si le systéme considéré est composé de deux variantes w, 9, le 
raisonnement ci-dessus permet d’extraire de la suite de ses états 
successifs une suite partielle ot les valeurs de wv ont une limite, 
puis de celle-ci une antre suite partielle ou ¢ aura aussi une limite. 


Et de méme dans tout autre cas. 


92. Cauchy appelait afize Vun point la quantité imaginaire 
dont il constitue la notation graphique, origine et plan des 
affixes Vorigine et le plan des axes auxquels le point en question 
doit étre rapporté. Ces dénominations sont peu usilées. ' 

Ons’est appliqué a faciliter et ajustifier la conception des quan- 
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lilés imaginaires par des considérations géométriques, et Cauchy 
ena basé une théorie com pléte sur la Géométrie plane. Si quelques 
tracés géométriques four nissent pour ces quantités des notations 
trés commodes (dont au surplus on pourrait a la rigueur se passer), 
il n’en résulte pas, tant s’en faut selon nous, qu’i] y ait plus de 
rapports entre ces deux sortes de choses qu’entre un phénoméne 
quelconque, statistique ou autre, et la courbe qui en fournit une 
image optique. 


92 bis. Sur le papier ot on les trace, la disposition relative 
d’axes tels que OX’, OX" (83) est indifférente. Mais, pour pouvoir 
bien préciser certains détails, nous supposerons toujours gwun 
observateur regardant Vorigine, d’un point de la partie po- 
sitive de OX’, voit celle de OX" a sa droite. Par exemple, la 
partie positive de OX’ sera comme d’usage dirigée de gauche a 
droite, et celle de OX” dirigée de bas en haut. 


CHAPITRE IV. 


SERIES EN GENERAL. 


Définitions et premiéres propriétés. 


93. Les séries offrent pour nous un intérét majeur, parce que 
nous aurons prochainement a parler d’une maniére a peu prés 
continuelle des séries entiéres (Chap. V, inf.) qui en forment une 
classe extrémement vaste, et i! faut nous livrer a une étude soi- 
gneuse de leurs propriétés générales. 

Une série est un ensemble illimité de quantités se formant suc- 
cessivement suivant quelque loi donnée, qu’on nomme ses termes 
et qu’on somme en nombre indéfiniment croissant pour former 
une variante d’une nature spéciale. 

Le terme général Vune série est lui-méme une variante 4 un 
ou plusieurs indices pouvant quelquefois prendre des valeurs 
négatives; mais le cas d’un indice unique a valeurs positives est 
le plus simple; tous les autres s’y raménent pour ainsi dire immé- 
diatement, et nous nous y placerons pour faire nos premiers rai- 


sonnements. 


94. Une pareille série ayant pour termes 
Uy, Us, «seg 6p, 


est dite convergente, quand la variante S, oblenue en prenant la 
somme 

Wi Un te be 
de ses m premiers termes l’est elle-méme (38), ou bien, pour parler 
le langage ordinaire, quand S, tend vers quelque limite pour n 
infini. Cette limite S se représente par la notation 


(1) Uy Ug +... + Uy... 
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et se nomme la somme de la série. Mais, malgré Videntité des 
mots, c’est en réalilé la limite d’une somme de quantités en 
nombre croissant, chose bien différente d’une somme proprement 
dite; on s’exposerait donc a de graves erreurs en croyant que, 
relativement a ses termes, la somme d’une série jouit toujours des 
mémes propriétés que s’il s’agissait d’un polynéme veritable. 

La différence S — S,, qui tend alors vers zéro pour n infini, est 
évidemment la somme de cette autre série également convergente 


Unsi- Unset... 


que laisse la suppression des n premiers termes de la proposée; 
on la nomme le reste de celle-ci arrétée 4 son terme de rang n. 
Une série est divergente quand elle n’est pas convergente; elle 
n’a alors ni somme ni reste. 
On dit quelquefois qu’une série divergente a une somme infinie 
quand pour elle la variante S, est infinie (82). 


95. En appelant wu), uw), les éléments de w,, et posant 
S,= up tut... uy, S,=ujtuyt...+ uy, 


on a évidemment 
Dn = (Sey ns 


il en résulte (78) qu’une série est convergente ou divergente 
selon que celles formées par les éléments de ses termes sont ou 
non toutes deux convergentes, et ausst que dans le premier cas 
la somme de la série a pour éléments les sommes de ces deux 
derniéres. 

Cette remarque raméne ainsi l’étude et la sommation d’une 
série quelconque a celles de deux séries a termes réels; mais elle 
est bien rarement appliquée. 


96. Comme nous l’avons dit en parlant d’une variante quel- 
conque (78), il faut, pour savoir si la série (1) est convergente ou 
divergente, étudier pour n infini la différence Snip — Sry qui est 
représentée ici par 


Sn,p = Untit Unte ee. t Untp, 
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somme des p termes qui suivent le ni™*. Il y a convergence, quand 
cette somme est infiniment petite indépendamment de toute rela- 
tion entre p et n; il y a divergence, quand une relation de cette 
espéce peut laisser son module supérieur 4 quelque quantité posi- 
tive invariable. 

La discussion directe de cette somme offrirait en général de 
sérieuses difficultés, et on l’étudie habituellement en la comparant 
avec ce qu’elle est pour quelque série de nature connue. Si, par 
exemple, on finit par avoir, quels que soient 7 et p, 


t 
modS,,,< mod Sip 


I 


2p apparuent est convergente, la pro- 
posée ne peut manquer de l’étre aussi. Elle serait au contraire 


et si la série a laquelle S 


divergente, si l’autre l’était et qu’on ett finalement 


modSp,»p > mecedS8),,,. 


C’est en procédant ainsi de proche en proche a partir d’un 
trés petit nombre de séries étudiées directement, qu’ont été obte- 
nues la plupart des régles de convergence et de divergence. 

Il est clair que dans la discussion d’une série on peut faire 
abstraction d’un nombre quelconque de ses premiers termes. 


97. Voici quelques applications de ces principes, limitées aux 
faits qu’il nous sera utile de connaitre. 


Pour qwune série soit convergente, ul est nécessatre que son 
terme général soit infiniment petit. 


Effectivement, Up 4,—= Sn, valeur de S,,p pour p =1 quel que 
soit n, doit tendre vers zéro pour 7 infini (96). 


98. Mais cette condition n’est pas suffisante; par exemple, 
Vinverse du terme général a+ bn dune progression arithmé- 
tique dont la raison 6 n’est pas nulle est une quantité infintment 
petite; cependant la série 


oO DS etn 
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qui a cet inverse pour terme général est diwergente et a une 


somme infinie (94). 


I. En supposant d’abord b=1 et a réel, les termes de cette 
série finissent par étre positifs et sans cesse décroissants. On finit 


done par avoir 


—p 
S ee 
np > a+ nn op 


parce que chacun des p termes du groupe S,,p est positif et au 


moins égal au dernier d’entre eux - On a, par suite, en 


Qa =p 
prenant jOS Ms 

T 
et 2 


Sn n => 


~ 


a parur du moment ou Ja valeur numérique de la quantité infini- 
A a See ome 
ment petite — tombe au-dessous de la constante positive ¢ choisie 
ii 


arbitrairement. Pour cette relation p= 7 établie entre ces deux 
nombres, la variante S,,, ne tend donc pas vers zéro. 

D’autre part, S, croit sans limite puisque, a partir d’une cer- 
taine valeur de 7, il suffit ainsi de doubler ce nombre pour faire 
subir a cette somme un accroissement supérieur a la quantité 


invariable - 


& 


II. En supposant toujours 6 =1, mais en attribuant a @ une 
valeur imaginaire quelconque a’ + ia", les premiers éléments des 
termes de notre série forment la série 


a+n 
(a+ n+ a"? 


dont les termes surpassent respeclivement ceux de 


Die 
atetn 


a parur du moment ot a’+ 7 reste positif et ot la quantité infi- 
"9, 


niment petite reste inférieure a la quantité positive ¢ choisie 


a+n 
arbitrairement. 
Cette derniére série ayant une somme infinie (I), il en est de 


x 
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A , ’ . 
méme pour la précédente (3). En d’autres termes, le premier élé- 
ment de S, pour la série que nous considérons (2) et cette somme 
elle-méme par conséquent (82) sont des quantilés infinies. 


IH. Comme en posant ; S21, Olid 


I 1 f 
Ge On. bayer. 


la somme des m premiers termes de notre série (2) est égale au 


. I T * 4 
produit par = de la méme somme pour : ——. Cette derniére 
b a,+n 


élant infinie (II), la premiére ne peut manquer de l’étre aussi. 


99. Si un est une variante positive infiniment petite qui 
décroit toujours quand naugmente, et si dans la série 


Otte Op S65 SE Oe Se oc og 


la somme On,» des p termes qui suivent le n°”? conserve, quels 
que soltent n et p, un module non supérieur a quelque quan- 
tité positive invariable H, cette autre série 


(4) U0) + Uy 05 S—.. U9), 


est certainement convergente, et son reste ie est limité par 


Vinégalité 
(5) TINO COE Ss ELE pete 


(‘) En appelant S,,, la somme des p termes venant aprés le 
nieme dans la série (4), Pégalité évidente 


Snip — O74 (Un+1— Un+2) + On,2 (Un+e— Un+3) ++. 
aie On, p-1 ( Un+tp—-1— Un+p) =n On,p Untp 


donne immédiatement 


. mod Sn,pS H[(Un+i— Unte) +: : 
(6) + ( Un+p=1 — Untp)-+ Untp]S H unis, 


@) Cette démonstration m’a été communiquée par M. Riquier. 
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parce que chaque terme de cette somme est le produit de deux 
facteurs dont le second est positif, dont le premier a un module 
non supériear aH. Cette somme Sn,p est donc, comme Un41, infi- 
niment petite pour 7 infini, indépendamment de toute relation 
entre n et p, ce qui prouve la convergence de la série (4) (96). 

Si maintenant on suppose p infini dans la relation (6), elle 
donne Vinégalité (5). 


100. En appelant 4 une quantité non = 1, mais de module =1, 
et en prenant 4, = §”, il vient aussit6t 


OPT 


=z 


On,p = retin 0424... 4 Oet+p = On+1 > 


d’ou, quels que soient 7, p, 


2 


mod®, pS ESI 


Il en résulte, par ce qui précéde, que la série 


u,9 + u,8?+...+u,0"-+. 
est convergente avec un reste limilé par Vinégalité 


Dbn+4 


modR,& mode =a): 


101. En prenant enfin 4 = —1, on trouve comme cas particulier 
que la série 


— Uy Upg— Ug +... +(—1)?Uy,t.. 


) "oO ? 5 ; be 
est convergente et qu’on a numériquement R, S un ,. En outre, 
Sa somme — U,+ R, est toujours negative parce que, numéri- 
quement, R, ne peut surpasser wy quiest <u. 
rs ) . peed 
Hest évident, d’aprés cela, que la série 


Uy — Ug + U3 —.s. 


est aussi Convergente, mais avec une somme Loujours positive. 


102. Les séries dont les termes finissent par étre réels et d’un 
méme signe donnent lieu a quelques observations générales. 


2 
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I. Quand une semblable série est divergente, sa somme est 
nécessairement infinic. Effectivement, la valeur numérique de S, 
finit par croitre sans cesse avec nN; Sp serait done une variante 
convergente contrairement a l’hypothése, si cette valeur numé- 
rique ne croissait pas indéfiniment (38). 
On peut vérifier l’exactitude de cette observation dans le cas 
particulier considéré ci-dessus (98, I); mais elle ne s’applique pas 
a toutes les séries divergentes. Par exemple 


(DE Gh Oh OB mS Cy 


est une série divergente quand a n’est pas nulle, parce que son 
terme général n’est pas infiniment petit (97); cependant sa somme 
n'est pas infinie, parce que S, ne prend jamais que les valeurs a 
Ou O, suivant que 7 est impair ou pair. 


Il. Sozent 


(Ga) Uy Uy =. 0 to Uy ne, 


(8) Uy, tug... Ut. 


pase : ! 5 ae 
deux séries de cette espéce et |up|, |u),| les valeurs numériques 
de leurs termes de méme rang n. St Von finit par avoir 


|r| S| un|, 


et st la seconde est convergente, la premiére lest aussi, et son 
reste ne peut surpasser le reste correspondant de cette der- 
niere. 


Le premier point résulte de Vinégalité finale évidente 
| Sn,p | = | Ship! 


y , a , , y Ayes , ° id 
combinée avec la propriété de S/, , de tendre vers zéro pour n infini 
4 cause de la convergence de la seconde série. Le second point est 
ce que donne la méme inégalité pour p infini. 


IIIf. On prouvera de méme que la série (7) est divergente si 
la série (8) Vest, et siVona finalement au contraire 


Jen [2] en. 
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IV. La série (7) est convergente st la série (8) Vest, et sia 
partir den=y on a toujours 


id 
Unt < Unti | 


Dye, ie 


En multipliant membre a membre les inégalités provenant de 
celle-ci par l’attribution des valeurs v, y-+1, ..., N—1an, on 


trouve quel que soit N 


a eR 
jun| | ul |. 
v 


On en conelut, quels que soient n, p a partir den = y 


5 lh, 
[SmI [2 Sh,p 
v 
d’ou pour 7 infini 
- u 
lim|Sn,p[$| 2% lim Sh,p [=o 
Uy, 


a cause de la convergence supposée de la série (8). 
De la, on conclut encore 


u Un 


5 


(9) [Ral |; r Rn 


en appelant R,, Rj, les restes correspondants des deux séries. 


On prouve de la méme maniére que la série (7) est diver- 
gente si la série (8) l’est, et si l’on a finalement au contraire 


Unry > Uns 


un ui, 


VI. Par exemple, nous verrons bientét (113, inf.) que la pro- 
gression géométrique, a raison positive p, 


Wane PP soo x. 


est convergente ou divergente selon que p est ou non inférieur a 1. 
En réduisant done la série (8) a cette progression, les alinéas IV, 
V conduisent a ces deux régles particuliéres : 


Une série telle que (7) est convergente, quand le rapport 


> 
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) ae mgs , yobs ‘ 
dun terme au précédent finit par rester inférieur a& une 
quantité invariable, elle-méme inférieure a1, en particulier 
quand tl tend vers une quantité de cette espéce. 

Elle est divergente, quand ce rapport finit par rester supé- 
rieur a@ 1, en particulier quand tl a pour limite une quan- 
Lule >. 


103. Pour que la série (1), @ termes quelconques réels ou 
imaginatres, soit convergente, tl suffit que la série 


(10) Vy Vg+...+Un+... 
Jormée par les modules de ses termes le soit elle-méme. 


Comme S,,, est lasomme de quantités dont les modules vp44, 
Un42, +++) Yazp Ont pour somme Ly», expression analogue pour la 
série (10), on a toujours (62) 


mod Sn,p Sn, p, 


d’ot limS, , =o si cette série (10) est convergente, car alors on 
a nécessairement lim, , =o. 

La somme et le reste de la série (1) ont alors des modules 
inférteurs, égaux au plus, a la somme et au reste semblable 
de la série (10), ce dont on s’assure par le méme raisonnement. 

La convergence de la série (10) n’est pas nécessaire a celle de 
la série (1). Par exemple, la série 


I 
= 1 \ n+1 i, 
(am) t 3 Oia ( 1)? rr 


est convergente (101), tandis que celle des modules de ses termes 


(),) tee 2 t ar ahe ce n iimotao 


est divergente (98). Mais les séries dont la convergence a pour 
cause celle des séries formées par les modules de leurs termes, 
c’est-a-dire qui restent encore conyergentes quand les termes y 
sont remplacés par leurs modules, jouissent de propriétés spéciales 
de la plus haute importance qai les rapprochent tout a fait des 
polynémes vérilables; on les dit souvent absolument conver- 
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. . vee eS 
gentes. C’est principalement pour les autres séries qu'il faut se 
garder de l’assimilation contre laquelle nous prévenions le lecteur 
au n° 94. Nous en aurons la preuve dans un instant. 


Groupement, déplacement et décomposition des termes d’une série. 


104. Dans une série convergente quelconque 


(1) Uy, Ug+..-+Uynt..., 


on peut toujours, a condition de ne déplacer aucun de ses 
termes, les grouper arbitrairement sans détrutire sa conger- 
gence ni altérer sa somme. 


Soient U’, U’, ..., U'’, ... des sommes de groupes de termes 
consécuuifs formés d’une maniére quelconque a la suite Jes uns 
des autres; nous voulons dire que la nouvelle série 


(2) U'r+ U" +... + UN) |... 


est convergente et a une somme égale a celle de la proposée. Si 
l’on nomme, en effet, mn indice du terme de la série (1) qui est le 
dernier de ceux dont U'*) est la somme, il est évident que la somme 
des N premiers termes de (2) est toujours égale a celle des n pre- 
miers de (1), par suite qu’elle a méme limite pour N infini, car 
alors m2N ne peut manquer de croitre indéfiniment aussi. 


105. Sctles modules des termes de (1) forment aussi une série 
convergentle 


(3) ier Mie ao oS Da smse se 
toute série partielle 
(4) Ui wee. 


Jormée, mais sans répétition, avec des termes pris au hasard 
dans la série (1) est aussi convergente. 
La série 


(5) BE Oyen genet. 5 
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ayant pour termes les sommes de semblables séries partielles, 
est ausst conver gente si ces séries ont été formées successivement 
au hasard, mais sans répétition, c’est-a-dire si aucune d’elles 
ne contient un terme de (1) figurant déja dans quelqw une des 
precédentes. 

St, én outre, ces séries partielles ont été formées sans omis- 
ston, cest-d-dire si m peut étre pris asses grand pour que 
les m premiéres contiennent tels termes de la proposée qu’on 
voudra, la série (5) a méme somme que cette dernicre. 


Considérons la somme de termes consécutifs de rangs quel- 
conques dans la série partielle (4), dont nous appellerons n +1, 
n-+p le plus petit et le plus grand des rangs qu’ils occupaient 
dans (1). Le module w de cette somme, qui est au plus égal a la 
somme des modules des termes en question (62), peut encore 
moins surpasser Zn,p,) somme des p termes suivant le poe 
dans (3), qui contient tous ces modules et d’autres avec eux peul- 
étre encore. D’ailleurs, et cela parce qu’il n’y a pas eu répétition 
dans la construction de la série partielle (4), m augmente indéfi- 
niment avec les rangs qu’occupent dans cette série partielle les 
termes du groupe considéré. Donc Xp ,p tend vers zéro parce 
que (3) est supposée convergente; w aussi‘a plus forte raison, ce 
qui entraine la convergence de (4). 

Considérons en second lieu la somme 


Tin,g = Vm-+1 TT Pmt. +++ Pm+|g 


des g termes suivant le mi™¢ dans la série (5), et soit m+ 1 le 
moins élevé des rangs occupés dans (1) par les termes de cette 
derniére série qui ont été sommés partiellement pour former les 
diverses parties de T,,,7. Les modules de ces derniers termes figu- 
rent tous, mais avec ceux d’autres, dans Ry, reste de la série (3) 
arrétée 4 son terme de rang 2; d’ou, comme tout a l’heure, 


mod Tm,¢ < Rn. 


En outre, et parce qu’il n’y a pas eu répétition dans la formation 
successive des termes de (5), n augmente indéfiniment avec 7. 
On a donc limR, = 0, ce qui entraine lim T,,,, = 0 indépendam- 


70 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


ment de toute variation simultanée de g et, par suite, la conver- 
gence de la série (5). 

Appelons enfin T,, la somme des m premiers termes de (5), 
Unw, lée premier des termes de (1) qui n’ont pas été employés a 
leur formation, et S, la somme des m premiers termes de cette 
méme série qui ainsi figurent tous dans T,,. Il est clair que la 


différence 
Abi) re Sp 


ne se compose encore que de termes de (1) dont les modules figu- 


rent dans R,, d’ot 
mod(T»—Sn)< Rp. 


Mais, comme la série (5) a été construite sans omission, la 
croissance illimitée de m entraine celle de n; R, tend donc vers 
zéro, le premier membre de cette inégalité a plus forte raison, et 


Von a bien 
Ligne sy 


106. Comme les suites partielles analogues 4 (4) peuvent fort 
bien étre limitées et, par exemple, ne contenir chacune qu’un 
terme, un déplacement arbitraire des termes d'une série ne 
détrutt pas sa convergence et ne change pas sa somme, pourvu 
quelle reste convergente quand on y réduit chaque terme a 
son module. 

Ceux qui commencent l'étude des séries les assimilent Lrop 
facilement a des sommes de quantités en nombre limité, et ils ont 
habituellement quelque peine a concevoir la nécessité de cette 
condition. I] faut done la leur faire toucher du doigt par un 
exemple numérique. 

Formons la série 


(6) ease ih 


en écrivant indéfiniment dans leur ordre de succession deux 
termes posilifs et un terme négatif de la série 
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déja considérée au n° 103, série que nous savons conyergente 
tandis que celle des modules de ses termes est divergente. 

En appelant S,, la somme des 4k premiers termes de (5), 
T; celle des 3k premiers de (6), et en posant, pour abréger, 


I I I 


t Teac a3 (17 
ka, DAO are 


ka=4 


on a évidemment 


I 
T3r— San = 5 Vi. 


En faisant successivement k = 2, ..., k dans l’égalité évidente 


I et I I { 
2k fe GIRS 2k 


9k — 0K = 


2k —1 ; 


ajoutant membre a membre celles qu’on obtient ainsi, entre elles 


et avec 
I I 
41 =- =I— =» 
; 2, 2 
il reste 
. : ie vee I 1 
k= gost Te ae ae 
2 3 4 a ak? 


Vou lime;=S, somme de la série (7) qui est une quantité posi- 
tive (101), puis 


hmT;, = — S. 


Se) 


La série (6) est done convergente, mais sa somme surpasse 
de 4S celle de la série (7), bien que l’une et l’autre ne different 
que par ordre de succession des termes. 

Les termes positifs de la série (7) forment une série dont la 
somme est infinie, parce que leurs dénominateurs sont en progres- 
sion arithmétique (98); de méme pour les termes négatifs. On 
peut donc, indéfiniment et alternativement, écrire les unes a la 
suite des autres, sans omission ni répélition, une somme de termes 
posilifs et une autre de termes négatifs, surpassant toutes en valeur 
absolue une méme quantité positive « prise a volonté. En opérant 
ainsi, on obtient une série composée qui est divergente parce que, 
si loin qu’on s’y transporte, on n’y rencontre jamais que des 
termes dont les valeurs numériques surpassent «. 
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Ajoutons enfin qu’a eux seuls, les termes positifs ou les termes 
négatifs de la méme série formeraient une série partielle diver- 


gente. 


107. Inversement, soit 
(8) On == 0p ate «1 7p tied ol 


une série convergente dont les termes sont eux-mémes des 
sommes de séries convergentes 


Wig Ue at UY ee, 
uy tug... + uyys..., 
COD 9) 8 ae ere cremate SOM CaO Desi be 
TE ee 
St les séries 
Cy 20, Ey SRS YS ee 
Og = Vo +0Z +... +vgy+..., 
CTO)e ON) Re RE a ee eee Eanes eee tess 
Om = Vin T Vin t on ) 


formées par les modules des termes des précédentes sont aussi 
convergentes, et celle ausst 


(11) Oe Oya > sos = Opp amos on 


qui a leurs diverses sommes pour termes, une série 


(iD) Uy Ug =. = UN =o 


formée @une maniére quelconque mais sans répétition ni 
omission avec les termes élémentaires des séries partielles (9), 
est convergente et a méme somme que la proposée (8). 


Etablissons d’abord la convergence de la série 
(3) Uy + Vo-+...-+- UN-—+..., 


formée par les modules des termes de (12), et pour cela consi- 
dérons la somme 


(14) Qin = Pm + oY) + oy +, A oo om 
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des restes tant de la série (11) que des m premiéres du groupe (10), 
arrétées l'une a son terme de rang m, les autres d leurs termes de 
rang commun 7. 

Si dans le tableau (10) on trace un angle droit comprenant entre 
ses cétés tous les termes ayant des indices Sm et des accents <n, 
’expression (14) résulte évidemment d'une sommation de tous les 
termes extérieurs 4 cet angle; par suite elle diminue toujours 
quand m, n augmentent séparément ou ensemble, car alors les 
cétés de cet angle se déplacent de maniére a faire passer des termes 
de son extérieur a son intérieur. 

D’autre part, cette méme somme peut étre rendue plus petite 
qu'une quantité positive 6 de petitesse arbitraire; car il suffit pour 
cela, ce que nos hypothéses rendent possible, de prendre m puis n 
assez grands pour que les termes de Q» » soient inférieurs, le pre- 


- Cette somme constitue 


Z =o 5 
mier 3 5 et chacun des m autres a — 


done une variante aux indices m, n qui est infiniment pette. 

Maintenant, la somme Yy des P termes suivant le Ni? dans la 
série (13) est certainement inférieure a Q,,, et cela quel que 
soit P, si, comme il est permis de le supposer, N a été pris assez 
grand pour que les N premiers termes de (13) comprennent les n 
premiers de chacune des m premiéres séries (10); car alors les 
termes de Yyp constituent au plus une partie de ceux dont la som- 
mation donne Q,,.,. Comme Q»,, est une quantité infiniment 
petite, Yy» lest aussi pour N infini, ce qui entraine bien la con- 
vergence de ce que devient la série (12) quand chaque terme y 
est remplacé par son module. 

Cela posé, l’application du théoréme du n° 105 a la série (8), 
résultant simplement du déplacement et du groupement des 
termes de cette derniére sans omission ni répétition, montre 1m- 
médiatement qu'elle a méme somme. 

Quand les conditions posées ne sont pas remplies, les consé- 
quences déduites de leur existence peuvent cesser de subsister. 


Par exemple, la série 


Cy) Ge) Sear, 


c’est-a-dire 
OEE OEE te, 
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est convergente; mais la série 
ee oe 


formée par les sommes des modules des diverses parties de ses 
termes, ne l’est pas. Aussi la série 


I—I+I—I-+..., 


qui a pour termes ces parties elles-mémes, n’est pas méme con- 
vergente (97). 


Addition, soustraction et multiplication des sommes 
de plusieurs séries. 


108. Si des séries convergentes ont 
I eae eee 
pour termes de rang n respectivement et 
ESAS) are ae) 
pour sommes; st en outre 


(1) a', ao ah) 


way 
sont des coefficients donnés en méme nombre, la série dont 
Un=a'u+a'ur+...t-ahu 


est le terme de rang n est ausst conver gente, et sa somme S se 
calcule au moyen de la méme relation linéaire et homogéne 


S=a'S'’+a'S'+...+ ah) S$, 


Entre les sommes des n premiers termes de toutes les séries 
considérées, on a évidemment la méme relation 


Se=a'S, +.@'S) +... aWsm, 


dot Von déduit immédiatement la précédente 


limites (81). 


en passant aux 
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5 
109. En réduisant soit le nombre & a 1, soit les coefficients (1) 
a 1, on trouve ces corollaires trés souvent appliqués. 


On multiplie ou Von divise par une quantité invariable 
donnée la somme d’une série convergente, en exécutant la 
méme opération sur tous ses termes. 

On combine par voie d’addition ou de soustraction les 
sommes de plusieurs séries convergentes, en combinant de la 
méme maniére leurs termes de rangs égaux dans toutes. 


110. Quand plusieurs séries 
(2) Lum, Un, Bw, 
sont convergentes, elles et les séries 
(3) XVm, Ur, Xv p, 


Jormées par les modules de leurs termes, les produits partiels 
de termes pris respectivement dans chacune d’elles de toutes 
les mantéres possibles forment une série qui est convergente, 
méme quand on rédutt ses termes a leurs modules, et dont la 
somme est gale au produit de celles des proposées. 

Plus briévement, la série 


3 ((WiypOi@ P7000) 


et celle des modules de ses termes sont convergentes, et Von a, 
comme sil sagissait de simples polynémes, 


Z(UmenW p-- -)=(Ztm)(26n)(2 Hp). O10 


I. Traitons d’abord le cas ot il s’agirait des deux premicres 
séries seulement; écrivons les termes de la série 


—a~ 


4) LVm On = L0 Yo + V1 Go + Yo G1 + V29o + V1 G1 + VO G2 +++ +s 


dans un ordre tel que la somme des indices de leurs facteurs n’aille 
jamais en diminuant, et considérons dans cette série un groupe 
quelconque de termes consécutifs que nous désignerons par (P35), 
en appelant q la plus grande somme que dans chacun d’eux les 
indices de ses deux facteurs puissent donner, et p le plus grand 
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entier dont le double soit inférieur a la plus petite somme des 
mémes indices. 

Tous les termes de (p, 7) figurent évidemment dans le dévelop- 
pement du produit 


(Vp ye Vp Ups te. Vg) (Got G1. + Opt Opti... + 9q), 


mais aucun d’eux dans celui du produit 
(V9 + U1... + Vp)(9o + G1 +--+ Pp): 


Par suite, ils sont tous contenus dans la somme de quantités 
positives obtenue en retranchant le second développement du 
premier et en effacant les termes qui se détruisent; d’ou 


(v9 SP ooo Oa) Upp ie co c= Og) 
(Pp, 7)S 3 (pst... + 0g) (Go —-.. + Op) 
= (Vp41t-..- + 0g) (Op41 +... Gq). 


Quand le rang occupé dans la série (4) par le premier terme 
du groupe (p, g) augmente indéfiniment, les entiers p< q crois- 
sent aussi sans limite. Il en résulte, a cause de la convergence des 
deux premiéres séries (3), que dans le second membre de I’inéga- 
lité précédente, les deux facteurs de la premiére partie ont pour 
limites le premier Lum le second o, ceux de la seconde o, Xo, 
ceux de la derniére 0, 0. On a donc lim(p, g)=0, et la série (4) 
qui a précisément pour termes les modules de ceux de 


(5) Uy Po +. U4 09 + Un P14 + Ug hy + UP, + Une +.. 


est convergente. 

Cette derniére l’est donc aussi (103), et on peut lui faire subir 
les opérations spécifiées dans l’énoncé du théoréme du n° 105. On 
trouve ainsi que sa somme est égale a celle de la série qui a pour 
termes les sommes des séries partielles 


Up Vo + Up, + Ung +..., 


U4 00 + U0, + U,V. -+..., 


© 'o) 4) 6)! a) <0: 0) 6) 9) 0 eho eis) Gd 65 0) 5) 8 0.0 eK8 


CHAPITRE IV..— SERIES EN GENERAL. 77 


c’est-a-dire (109) a 
Up LWn + Uy LOy +... Um LOn +... = (Up + Uy +...) UP_p=(DUm)( Dn): 


On a done bien 
X(tUm Pn) = (Up) (20n). 


Il. Les modules des termes de (5) formant ainsi une série con- 
vergente, on peut appliquer ce qui précéde a cette nouvelle série 
et a la troisiéme des proposées (2). On trouve ainsi 


X(Umn Pn W p) = >| ass Pn) p | = [2 (Um Pn) |(2 Hp) 
= (2Umn)(2Pn)(2Hp), 


et de méme successivement pour toutes ces séries (2) quel qu’en 
soit le nombre, parce que l’on ne rencontre jamais, comme pro- 
duits transitoires, que des séries dont les termes ont des modules 
en séries convergentes. 

Ceci achéve la démonstration de cette importante proposition, 
qui évidemment s’applique a la formation non seulement du pro- 
duit des séries (2), mais encore de leurs putssances enticres et 
dun produit quelconque de semblables puissances. 


441. La combinaison des deux théorémes précédents montre 
plus généralement que, sz des séries données restent convergentes 
quand leurs termes se réduisent a leurs modules, toute expres- 
sion entiére par rapport & leurs sommes se développe exacte- 
ment comme st ces séries se réduisaient a de simples polynémes, 
en une autre dont les modules des termes sont aussi en série 


COnNveErgen KEE 


Ne 


CHAPITRE Y. 


SERIES ENTIERES. 


Convergence. 


112. Une série dépendant de plusieurs variables indépen- 
dantes 2, y, 3, +--+ est dite entiére, quand ses divers termes sont 
des monémes dissemblables en x, y, s, .--. Par exemple, 


Ay + A102 4+ AnH? +... + Amv" +... 
est une série entiére en x, et 
Aamn“ery”, AmaypL™ y" oP 


sont les types des termes généraux de semblables séries a 2 et 
3 variables, les coefficients ay, «.-, Am, «++; Amn; &m,n,p Stant, 
bien entendu, des constantes. Nous ne parlons pas de l’ordre de 
succession des termes parce qu’il est indifférent dans les circon- 
stances générales oti |’on a aconsidérer des séries entiéres (116, IIT, 
inf.). 

Les séries de cette espéce jouent un réle immense, aussi bien 
dans les Mathématiques pures que dans les Sciences physiques. 
Nous les considérons méme comme formant exclusivement la 
maticre de toutes les théories qui se rattachent naturellement a 
PAnalyse infinitésimale. 

Elles comprennent, comme cas particuliers, les polyndmes en- 
tiers, dans lesquels elles dégénérent évidemment quand tous leurs 
coefficients se réduisent A zéro au dela d’un certain rang. D’une 
maniére générale, on peut dire qu’elles jouissent de toutes les 
propriétés des fonctions entiéres qui n’impliquent pas la notion de 
degré; et les démonstrations s’en font exactement de méme, a 
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part le surcroit de complication provenant, pour les séries, de la 
nécessité de se préoccuper de leur convergence. 

Dans une série entiére, comme dans un polynéme (29), ily a 
quelquefois 4 distinguer les termes effectifs, c’est-a-dire pourvus 
de coefficients non =o, de ceux dont les coefficients s’évanouis- 
sent. 


113. La plus simple des séries entiéres est celle dont tous les 
coefficients se réduisent a 1 


(1) (vm yn sP.,.)=1+et+y+toet.. +e+y2+zt+yst...+ 2+... 


J 


el qui est en quelque sorte une progression géométrique a plu- 
steurs raisons. Sa théorie, qui doit précéder celle des autres, se 
résume dans l’énoncé suivant. 


La série (1) est convergente, ainsi que celle des modules de ses 
termes, quand les modules ,7,¢, ... des valeurs des variables 
sont tous inférieurs a 1; sa somme est alors 


a Gm) (Glicenla)i\el vai 
Elle est divergente dans tous les autres cas. 


Le dernier point est évident, car si §, par exemple, est 21, le 
terme 2” a aussi un module &” toujours 21, et le terme général 
ne tend pas vers zéro (97). 

Quand, au contraire, ona 


BEEN TS WED WINES ACo HN rte 
la variante &"— mod” tend vers zéro pour m infini (52, I). Le 
premier membre de Videntité 


1— 7mt+i { mmr 


oe. om = a 
ie: il = a = a a= WF 


a done pour limite la premiére partie de son second membre, 
puisque la derniére partie de celui-ci a un module infiniment 
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petit, don 
1 


Se — 6 
i—2@ 
(2) { puis de méme 
T I 
Ly? = ? xZP = ——, as 
ada I1— 


et chacune de ces séries reste convergente quand on réduit ses 
termes aleurs modules; car 3&”, par exemple, n’est pas autre chose 
que ce que devient Sz” par l’attribution a & de la valeur E con- 
stituant une quantité dont le module est <1. 

Le théoréme du n° 140 est done applicable aux séries (2), et il 
conduit immédiatement a celui dont nous nous occupons, en par- 


ticulier a la relation 


I 


(a 2)a—y)a— 2)... 


D2 GRU TOPA ISS 5 )) 


114. Si, pour certaines valeurs des variables 
(G8) Go = Dh y= ih ke Thy. sie hy 
le terme général de la série entiére quelconque 
(4) Dae 2, pyc OVE SP. 2) 


est fint, a plus forte raison si cette série est convergente (97), 
elle lest ausst, elle et celle des modules de ses termes, pour 


(5) moda <modX, mody<modY, modz<modZ, .... 


St au contraire elle est divergente pour les valeurs (3), elle 
Vest ausst pour 


(6) modz >modX, mody >modY, modz> modZ, 
I. Sz la série 
as IE te Sai (Py no G 
est convergente et celle ausst des modules de ses termes 


(7) DS Oya moo0se Up a.co.n 
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la série 


“™ 
w 
SY 


Uy 04 -+ Ug ha-++..-+ UnOpa+..., 


obtenue en multipliant son terme général par une variante 
Jinié 0m, Jouit des mémes propriétés. 


Par hypothése, on module de ¢, satisfait quel que soit z a l’iné- 
galité on << ®, ot ® désigne quelque quantité positive invariable. 
On a donc pour la somme des Pp termes suivant le ni*™* dans la série 
des modules des termes de (8) 


Vntt Oni ees Vntp Ontp < (Vat Ynte te eet Untp)®. 


Cette somme tend donc vers zéro, parce que celle entre paren- 
théses dans le second membre est infiniment petite a cause de la 
conyergence de(7). Les modules des termes de (8) forment donc 
une série convergente, ce qu’il suffisait de constater. 


If. D’aprés les hypothéses de la premiére partie de notre énoncé, 
la variante 


(9) ype ee THD. & F 


est finie, et Ja série 


(0) Seer 


entire en 
iy rs 
ON ope, end 

est convergente avec celle des modules de ses termes (113), parce 
que les modules de ces rapports sont tous <1 a cause des inéga- 
lités (5). Done (I) la série proposée (4), celle aussi des modules 
de ses termes, sont toutes deux convergentes, parce que son terme 
général est précisément le produit de celui de la série (10) par la 


variante (9g). 


Ill. La derniére partie est maintenant évidente; car, si la 
série (4) était convergente quand les inégalités (6) ont lieu, elle 


M. — I. 6 
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le serait en vertu de la premiére partie, cela contrairement a l’hy- 
pothése, pour les valeurs X, Y, Z, ... des variables. 


415. La notation graphique des quantités imaginaires (83 et 
suiv.) permet d’énoncer ce théoréme dans des termes faisant 
mieux image qu’il est bon de retenir. 

Dans les plans servant a la représentation graphique des 
valeurs de £, VY, %, +++, tracons des cercles ayant les ori- 
gines: On, OF, Oz, ve pour centres: 

Si, quand x, y, 5, ... tombent quelque part sur les circon- 
férences de ces cercles, la série (4) est convergente, ou méme 
seulement st son terme général est fini, elle est convergente, 
celle ausst des modules de ses termes, quand x, y, 3, ... tom- 
bent toutes a Vintérieur de ces cercles. Car alors les modules 
des variables sont tous inférieurs respectivement a ceux de valeurs 
pour lesquelles le module du terme général est fini. 

Si, au contratre, notre série est divergente quelque part sur 
les circonférences, elle lest certainement a lVextérieur des 
cercles. 

Ces formes circulaires et centrées aux origines, des lignes limi- 
tant ainsi les régions des plans ot une série entiére tantét diverge, 
tantot converge, tient a ce que le module de chaque terme dépend 
exclusivement de ceux des valeurs des variables, en variant 
toujours dans le méme sens que chacun d’eux variant isolé- 
ment. 


116. Nous appellerons rayons de convergence de la série 
entiére (4) tout groupe de quantités positives 


(11) Raz, Ry, R; 


telles qwil y ait convergence quand les modules des variables leur 
sont respectivement tous inférieurs, et aussi cercles de conver- 
gence, tout systéme de cercles ayant les origines pour centres et 
de pareilles quantités pour rayons. D’aprés cela, cette série con- 
verge toujours a Vintérieur de cercles de convergence, nous 
voulons dire quand les points x2, y, 3, ... servant a la notation 
graphique des variables tombent tous dans ces cercles. 
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Par exemple, pour la série (1), des quantités positives quel- 
conques toutes =1 constituent un systéme de rayons de conver- 
gence. 

La connaissance d’un systéme de cercles de convergence n’ap- 
prend absolument rien sur les propriétés de la série (4) pour des 
valeurs des variables non toutes intérieures 4 ces cercles, en part- 
culier pour celles tombant soit a leur extérieur, soit méme sur leurs 
circonférences. Mais il en est tout autrement si ces valeurs sont 
toutes intérieures, ce qui est toujours sous-entendu dés quil 
sagit d’une série entiére. Voici les premicres remarques a faire 
quand cette condition est remplie. 


l. La série (4) étant convergente définit par sa somme une 
certaine fonction de x, y, 3, ... (58) pour toutes les valeurs 
de ces vartables dont ils’agit. C’est évident. 


ll. Les modules de ses termes sont toujours en série conver- 
gente. Comme on a effectivement 


moda < Riz, mody < Ry), modz < Rz, 
on peut toujours satisfaire aux inégalités 
moda << Ra = Re; mody < R)< Ry, 


par l’attribution de certaines valeurs positives 4 Ri, Ry, Ry, .--- 
Cela posé, le point en question résulte immédiatement du théo- 
réme du n° 114, puisque par hypothése la série est convergente 


pour 
mod# = R;, mody = Ry, 


Ill. Lvordre dans lequel on peut écrire, grouper aussi, les 
termes de la série est indifférent (11), (105), (4106). 


IV. Des termes, pris a volonté dans la série (4), forment 
une série entiére partielle qui a mémes cercles de convergence 


(11), (103). 


V. Si dans la série (4) tous les termes effectifs (A12) sont 
divisibles par le méme mondéme entier xby’5%..., les quotients 
de ces divisions forment une nouvelle série entiére qui a memes 
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cercles de convergence que la proposée et dont la somme est le 
quotient de celle de cette derniére par x¥y"s%... (109). 


VI. On peut donc ordonner la série (4) exactement comme 
un polynéme entier, par rapport a tel groupe partiel de ses 
variables qu’on voudra; les coefficients des puissances et pro- 
duits de puissances des variables dont il s agit sont alors des 
séries entiéres par rapport aux autres variables, ayant toutes 
pour cercles de convergence ceux de la proposée qui limitent 
les valeurs de ces derniéres. 


VIL. Pour toutes valeurs des variables, intérieures a des 
cercles de convergence communs a plusieurs series entiéres, on 
peut, comme si elles étaient de simples polynémes entiers, 
développer en une nouvelle série entiére admettant les mémes 
cercles de convergence, toute expression entiére formée avec 
leurs sommes. Car les modules des termes de chacune étant alors 
en série convergente (II), l’observation générale du n° 114 est 


applicable. 


117. Pour toutes valeurs de x, y, 5, ... non extérieures a 
“ Ze ZB 5 aes ’ 
des circonférences décrites des origines Ox, Oy, Oz, ... comme 
centres avec des rayons 


Rz, Ry, Rs, 


respectivement inférieurs aux rayons de convergence (11), on 
peut assigner une limite supérieure M, indépendante de x, y, 
5,... et tendant vers zéro pour kinfini, ala somme de la série 
formée par les modules des termes de ox(x, y, ...), reste de la 
série (4) arrétée a son k’’™¢ terme, et, a plus forte raison, a 
modo;(@, 9, - =). 
En posant pour abréger 
MOd @m,7,...= %m,n,...9 moda = &, mody = 4, ys 


Sh); 


” ” y , one “o8 
et appelant R), Rj, ... de nouvelles quantités positives choisies 
arbitrairement sous les conditions 


Re SRR eee 
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la variante Om,n,... Re Ry? -.. estinfiniment petite pour m,n, ... 
tous infinis et a plus forte raison finie, parce que, a l’intérieur des 
cercles de convergence de la série (4), les modules de ses termes 
sont toujours en série convergente (116, IL). Il existe ainsi quelque 
quantité positive A donnant, quels que soient m,n, ..., 
Amjm,... Inge RY? Feo A, 


donnant par suite, pour 


Meme On, gSRo, 7 SR), 
Vinégalité 


mod(a@m,n,...c™y”. So Gm, n,... 67%”. wae 
” y if é a Yn i‘ £ m q n 
— Rv Rin. ess a) ee xa 
(Gin, n,..: x y (gz) RY z A Re a = 


et, a plus forte raison, 
LONGI AERC N TD 
m0d(@m,n,...0" "+ --) <A (ee) (ae) Ce 
x ap 


Comme les fractions entre parenthéses sont toutes <1, la série 
ayant pour terme général le second membre de cette inégalité est 
convergente (1413) et a pour somme 


£ippee R, og 
Mo=A:|(1—9e)(1— ae |. 


On obtiendra donc évidemment la limite supérieure cherchée, 
en prenant le reste M, de cette série auxiliaire arrétée a son 
AY"? terme. 

L’inégalité 

modo,;(@, y, .--)< Mz 
a pour cas particulier 


mad f (ae, 000.) <— Me, 


f(@, 7, +++) désignant la somme méme de la série (4). 
Dans le cas d’une seule variable a, le reste Mg se somme immé- 


diatement, et l’on a simplement 


Re". (eo. Be 
mod ga() <A (ee ) :(1 me) 
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formule trés utile dans l’évaluation numérique approchée des 
sommes des séries enticres. 


418. Sur les circonférences mémes des cercles de convergence, 
les propriétés d’une série entiére sont enticrement subordonnées 
au hasard des circonstances. 

La série 


I 


est convergente pour modz <1, parce que, pour moda =—1, 2 


module de son terme général est infiniment petit, a plus forte 
raison fini (114); elle est divergente pour modz >1, parce que 


m 2 3 4 4 
( ) moda, rapport du module d’un terme a celui du pré- 
m—orl 


cédent, ayant modz pour limite, finit alors par rester >1, el 
qu’ainsi le module du terme général finit par croitre sans cesse 
au lieu de tendre vers zéro. Elle a donc 1 pour rayon de conver- 
gence maximum. Sur la circonférence du cercle doué de ce 
rayon elle est toujours convergente, méme aussi celle des modules 


de ses termes 


J I 
= 


ie oo \ 
gots 


ce qui résulte de la regle de Gauss que nous démontrerons dans 
notre deuxiéme Partie. 


On trouve de méme que le plus grand cercle de convergence 
de la série 


a1 pour rayon. Sur la circonférence de ce cercle, le module du 
terme général est toujours infiniment petit. La série elle-méme 
y diverge pour z =1 (98), mais elle y converge toujours pour x 


non =1 (100). 
La série 
I+ evi wo... 


diverge toujours sur la circonférence du cercle de rayon 1 qui 
est encore son plus grand cercle de convergence (413). Le module 
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de son terme général y reste =1, partant fini, mais non infini- 
ment petit. 


En construisant la série (1) avec deux variables ayant la méme 
valeur x, on obtient celle-ci 


I+20 + 32?-+-...+(m+1)vm™+.., 


qui, par suite, est convergente pour moda <1, divergente pour 
modz21. Sur la circonférence du cercle de rayon I qui est un 
cercle de convergence, le module m-+1 de son terme général 
est toujours infini. Etc. 


119. Il n’y a pas moins de variété dans la grandeur méme des 
rayons de convergence. D’abord, quand il en existe un systéme ott 
ils sont tous > 0, on en trouve une infinité d’autres en diminuant 
arbitrairement tous ces rayons. Il est évident en outre qu'une 
série entiére admet pour rayons de convergence des quantités 
positives données, si elle admet a ce titre toutes celles qui leur 
sont inférieures. 

Quelquefois, c’est le cas de la série (1), les rayons maximums 
sont déterminés individuellement. Plus souvent ils ne le sont pas 
et, par exemple, on peut en augmenter quelques-uns a condition 
de diminuer les autres (120, 276, inf.). 

Certaines séries entiéres, ce sont méme les plus remarquables, 
admettent des rayons de convergence in/finis, c’est-a-dire qu’elles 
convergent, elles et celles des modules de leurs termes, pour un sys- 
téme quelconque de valeurs des variables. Telle est, par exemple, 
le développement de la fonction exponentielle dont nous aurons a 
parler longuement dans la deuxiéme Partie de cet Ouvrage. 

D’autres enfin sont toujours divergentes, les valeurs 


GD ree tas aes 
nalurellement exceptées : telle est, par exemple, la série 
Lite 2272... mn gm... 


Le rapport des modules des termes de rangs m--1, m, y est 
, Uae i 
égal a ( 


quelque petite valeur (sauf o) qui ait été donnée 4 modz; le 


my . , ct . . 
) (m-+1)moda, quanutée qui finit par surpasser 1, 
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terme général n’est donc jamais infiniment petit, puisque son 
module finit toujours par croitre. 


Substitution 4 chaque variable indépendante, d’une somme 
de quelques autres. 


120. Sidans la série entiére 


(1) TGs 9, Sogo) == D(C ye) 
admettant 
o Ra, Ry, 


pour rayons: de convergence, on substitue a x, y, «++ les 
sommes 


(3) DE si) YE was | Bee 


Ou xv, 20", -2 5 7', ",, 1-25 «3. Aésignent de nouvelles variables 
en nombres déterminés quelconques, et st les quantités positives 
quelconques, mais en nombres respectivement égaux, 


(4) Re, Res eton a hele Brae 
satisfont aux conditions 

(5) Rene Pye Ree Ry ene 
expression 

(6) SF [C's a" +...) (“ty +...), ++] 


peut étre transformée en une série entiére par rapport a toutes 
ces nouvelles variables sans distinction, qui admet les quan- 
tités (4) pour rayons de convergence. 


I. La somme des modules des termes du développement d’une 
expression entiére est précisément égale a ce que devient la 
méme expression, quand on y remplace par des signes +- les 
signes — pouvant s’y trouver, et quand on y substitue leurs 
modules aux diverses quantités qui s’y trouvent engagées. 
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Par exemple, les quantités a, b, c, d, e ayant a, 8, y, 0, ¢ pour 
modules, la somme des modules des termes du développement de 


(atbtcje(dte)r 
est égale a 
(2+ B+ y)e(d+ eh, 


Les premiéres régles du calcul des quantités imaginaires 
(Chap. HI, passim) donnent a ce fait une évidence suffisante. 


La méme observation s’applique évidemment a la somme 
dune série formée par les modules des termes du développe- 
ment d’une expression entiére par rapport a des sommes de 
séries quit sont toutes convergentes, elles et celles des modules 
de leurs termes (111). 


II. Quand les modules 


des diverses parties des sommes (3) sont respectivement infé- 
rieurs aux quantités (4), les conditions (5) montrent que leurs 


sommes 
(7) (E+E +...), (n' + 7’ +...), 


et les modules des sommes (3) a plus forte raison, sont inférieurs 
aux rayons de convergence (2). Donc on peut donner a2, vy, --. 
des valeurs égales 4 ces derniéres sommes (116, I); en d’autres 
termes, si l’on nomme 


(7 bis) Umynynws CMe +247 Pm, nyo 


les monémes entiers dissemblables en 


, uw Ul 


(8) Ee ee NE ed Vy ei a 
résultant du développement de l’expression 

(9) Grn, (Bb a POY FY eee Pane, 
la série ayant pour terme général le polynéme 


(10) CD ipeireep ar Ops aD OD Ae Wimn,n...) 
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est convergente, et c’est précisément sa somme qu'il nous est ainsi 
permis de désigner par la notation (6). 
Mais il y a plus : comme, en posant 


mod ODP prc a CN Depo) 
la somme des modules des termes de |’expression (10) est égale a 
Ohms. (§ AAO A see CN) Se hl sete)” ee Ly 


c’est-a-dire a la valeur qu’acquiert Je module du terme général 
de la série proposée (1) pour des valeurs des variables dont les 
modules (7) sont inférieurs 4 ses rayons de convergence (2), cette 
somme de modules et toutes les autres analogues forment une 
série convergente. On peut donc appliquer le théoréme du n° 107 
a la série qui a pour terme général le polynéme (10), et laremplacer 
par une autre ayant pour termes, non plus les valeurs mémes de 
ces polynémes, mais les monémes analogues a (7 bis) écrits isolé- 
ment dans un ordre quelconque, qui constituent leurs termes élé- 
mentaires. L’expression (6) est donc égale a la somme de cette 
derniére série qui, aprés réduction des termes semblables, est bien 
entiére par rapport aux diyerses variables (8) avec les rayons de 
convergence (4). 


121. Il nous reste 4 exprimer les coefficients du développement 
de expression (6) au moyen de ceux de la série donnée (1). A 
cet effet, nous rappellerons d’abord la formule du binéme, en en 
établissant une autre plus générale dont la démonstration n’est 
pas plus longue. 


En appelant m quelque entier non négatif, puis x, h deux 
quantités quelconques, et posant pour abréger 


a(x —h)(#—2h)...[e%—(m—1)h] 
18q Ao 4.0/0 


ingen 
lx, m) 


avec la convention de réduire le second membre & 1 quand 
m=o, ona la relation 


(t1)  {(@+ .+...4+ 25), mj =Zj}x, Mii} we, Mo{...{ LR, mg}, 


la sommation s’étendant a tous les systémes distincts de so- 
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lutions en entiers positifs ou nuls de L’équation indéterminée 
aux k inconnues m,, mz, .-., mx 


(12) M+ Mg+...+Mep= mM, 


Cette formule étant évidente pour m=1, il suffit de constater 


que, sielle est vraie pour la valeur m de ce nombre, elle l’est aussi 
pour sa valeur M=m-+1. 
En multipliant son premier membre par 


(@1 + a... + 4%) — mh, 


et le terme général du second par la somme 


(@,— mh) + (%,— meh) +...+(2,— m,-h), 


qui est toujours égale a cette quantité a cause de l’équation (12), 
il vient, aprés réduction des termes similaires dans le second 
membre, 


(13) \ M {(2%,+ %2+...+ 2%), M} 
oO fi 
). = ZAm a... {%1, Mi} jae, Mo}... jae, Mes, 


ot M,, M,, ..., Mx sont tous les systémes distincts de solutions 
enti€res non négatives de l’équation 


M,= Mo-+...+- MM, =m—+1=M, 


et ot: Ay, m, est un coefficient a déterminer. Or on ne peut trouver 
de termes en 


(14) 01, Mi} \ Qo, Mo}..-{2x, Mx}, 
qu’en multipliant respeclivement par 
a,—(Mi—Dh, w2—(Me—1)h, ..., wv, —(M;,—1)A 


ceux des termes du second membre de la relation (11), ot les en- 
liers m,, mz, ..-, mx ont les divers systemes de valeurs 


M,—1, Mo, ereriers Mz, 
My, M,—1, ee ey Mz, 
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ce qui donne dans le second membre de la relation (13) les pro- 
duits de ’expression (14) par 
Me ME eae 
La réduction de ces produits conduit a 


oy, = M,+ M.+...+M;,=M, 


et la division par M des deux membres de la relation (13) la 
raméne ainsi a la forme (11) dont il s’agissait de prouver la géné- 
ralité. 


122. En prenant h =o dans la formule (11), elle donne immé- 
diatement celle du binédme 
1.2...77 


(14+ e+... + 7p)" = : BLAS: NANOS HES 
MPs OO olig AatiMers cpl SDE op Lip 


la sommation s’étendant toujours aux systémes de valeurs de m,, 
Mz, ..., mx définis par l’équation indéterminée (12). 


123. Dans le développement 


(15) F(a "+. QO Hy" +...) oe] 


= 2 Om! pw ssn nga OO ae Sey eye Bey) 
de lexpression (6) en série procédant ainsi suivant les puis- 
sances entiéres des nouvelles variables (8), le coefficient du 
terme général est donné par la formule 


y? A 
bm gtID geen aI 980 puasyons 


(16) _ (m= ml+...)! Gen")! 
7 28 Am! m+... WAN". 


Les divers termes du développement (15), ot z’, 2", ... sont 
affectés d’exposants donnés m/, m", ..., ne peuvent évidemment 
provenir que des développements des termes de (1) ot ma Ja valeur 


m'+-m"+-.... 


Celui que nous y avons mis en évidence sous le signe } ne peut 
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done se trouver que dans le développement de Vexpression (9) 


pour 
US Se 5 ee n=n-+ ns... 


Cette observation combinée avec la formule du bindme (122) con- 
duit immédiatement a la formule (16). 

Nous attirons dés a présent toute l’attention du lecteur sur le 
théoréme du n° 120, qui peut étre considéré comme l’extension aux 
séries entiéres de la propriété qui appartient aun simple monédme 
en vertu du théoréme de Newton rappelé ci-dessus (122). Il sert 
effectivement de base a la plupart des propriétés des fonctions et 
notamment a l’existence de leurs dérivées (155, inf.). 


Continuité. 
124. Quand les variables d’une série entiére 


(1) SW yo SQ eee eee) 


tendent simultanément vers les valeurs particuliéres x', y', ... 
tombant toutes a Vintérieur de cercles de convergence, on a 


Ninny (Cay 4 Aero N= MP an ooo): 


I. Supposons d’abord que l’on ait z'=7/=...=0, par suite 
ee ye) oes) == fC Of, 0,7 oe ayy), s Comme lessmodules sé; 
n, --- des variables sont infiniment petits, ils finissent par de- 
meurer respectivement inférieurs a des quantités positives Rj, 
Rj, --- prises plus petites que les rayons de convergence ; les mo- 
dules des termes de la série (1) finiront donc par former sans cesse 
une série convergente (116, II), et l’on pourra déplacer ces termes, 
les sommer partiellement d’une maniére arbitraire (116, II). Sauf 
le premier @,o,..., tous sont divisibles par Pune au moins des 
variables et peuvent ainsi étre groupés en séries particlles dans 
lesquelles on pourra mettre respectivement 2, y, ..- en facteurs. 


On aura de cette maniére 
GAC Ge CLR tes etal Ge a 


X, Y,... désignant les sommes de nouvelles séries entiéres ayant 
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toutes mémes cercles de convergence que la proposée (116, V), 

sommes aux modules desquelles on pourra en conséquence assigner 

certaines limites supérieures 2, H, ... indépendantes de, y, ---, 

aussitot que €, ,...resteront inférieurs 4 RL, Ry, ... (117). 
D’aprés cela, la relation précédente donne 


mod[ f(a, 7, »+-)— @,0,...] < BE+ Hy +...; 


la différence f(x, y, «+-)—o,o,... est done infiniment petite, 
comme il fallait le prouver. 


II. Supposons maintenant que 2’, 7’, ... soient placées arbi- 
trairement a l’intérieur des cercles de convergence, et posons 


TR —— i — ¥—V=hk, 
dot 
L=2 - h, y=y't+k, 
Comme les différences h, k, ... sont toutes infiniment petites 
»K, I 


et que les modules de z’, y', ... sont inférieurs aux rayons de 
convergence, les sommes 


moda’+modh, mod y’+ modk, 


finissent par demeurer inférieures aux mémes rayons. A partir de 
ce moment, on pourra donc (120) transformer 


He, Sf +h), (YW +k), o 0] 


en. une serie enttere-par rapport a 2, 97, 2,4, Wy ator 
mule (16) du n° 123 montre immédiatement que, dans cette nou- 
velle série, la sommation des termes indépendants de h, k, ... 
reproduit précisément f(z’, y’, ...). En l’ordonnant donc par 
rapport a ces variables (116, V1), on trouve une série entiére 
en h,k,... ayant f(a’, y', ...) pour premier terme. Done (1), 
pour A, k, ... infiniment petits, c’est-a-dire pour lima = 2’, 
limy=y', ..., la somme f(x, y, ..-) de cette série tend 
vers f(x’, y', ...), ce qui achéve notre démonstration. 


125. Une fonction est dite continue: 1° enx = Gs Vea Oe 
quand f(z, y,...) tend vers f(a, b,...), lorsque %, y, ... ten= 


* 
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dent simultanément vers a, b, ...; 2° dans des aires données, 
quand elle est continue en tout systéme de valeurs particuliéres 
des variables prises dans ces aires. 

D’aprés cette définition et le théoréme précédent, la somme 
d’une série enticre est une fonction continue de ses variables 
a Vintérieur de ses cercles de convergence. 


Q : pee ° ae 

126. De Vintérieur des cercles de convergence, la continuité 
dune série entire peut s’étendre jusqu’a certains points de leurs 
circonférences; c’est ce quia lieu en particulier dans le cas sui- 
vant. 


Solent 


@)) JB) = OH IOs ca ar Ol 


une série entiére a une seule variable x, dont les termes sont 
rangés dans lordre croissant de leurs exposants, et x! une 
valeur particuliére de x, dont le module § est précisément le 
rayon de convergence de la série. 

Si cette série est encore convergente pour x= x', on aura 


lim f(x) = f(z") 


pour limz—=2', & condition toutefots quwen tendant vers x' 
a reste a Vintérieur du cercle de convergence, et quwen appe- 
lant & son module, © quelque quantilé positive invariable, on 
ait toujours 

mod(z2’— x) 


(3) fal 


Se 6. 

b= 
I. Supposons d’abord #’=1, dot 

(4) S(@) =f) = M+ M+. tam Foes, 


série convergente par hypothése. On a évidemment 


fQ)—f(#) =U — #) [Ut aI +2) +... 
i) HAam(L+o+...+ aml)... |, 


et la somme de la série entre crochets est égale a celle de 


Ro + Riz a> = Ry—-1or-t+. ey 
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y Pee. A i, x ae +4 
R» désignant le reste de la série (4) arrétée a son terme d’indice m. 
Effectivement, l’excés de lasomme des m premiers termes de cette 
derniére série sur la méme somme pour la série entre crochets se 
réduit a 
1— am 
Ry + Rm@ +... Rywvm—t = Rays ery ? 

quantité infiniment petite pour m infini a cause de limR,=o 
ede <1, d’ot limz™ = 0 (82, 1). 


La relation (5) devient ainsi 
S()—f(#) =G— @) (Ro + Ria t+... + Rm2"™1+ Rynw™+...), 


et donne facilement 


mod [f(1) —/()] 
< mod(1— #)mod(Ro+...+ Ryp—10""—"') 
+ mod(1—a)p»(Em+ Em+1+...) 
<mod(1— x) mod(Ro+...+ Rym—17-1) + pm EO, 


Om désignant le plus grand des modules de Rm, Rinisi, Rigo, -.- 
Si donc on fait tendre 2 vers 1 en laissant m invariable, cette 
inégalité montre que mod[ f(1) — f()] finit par rester inférieur 
a une quantité positive différant aussi peu qu’on le veut de em®. 
Ce module tend donc nécessairement vers zéro, puisque © est 
invariable et que la petitesse de o est arbitraire. 


Il. Quand z’ n’est pas =1, on pose 


x é , 
2 a) ¢ == Ul Dyk" = Oy, 
dot 
S(@)=e(yy=oo+ bry +..., 
série enliére admettant t pour rayon de convergence. Maintenant, y 


tend vers 1 en restant a l’intérieur du cercle de convergence de 
cette nouvelle série, et l’on a constamment 


Gt ayy Gita 
mod(1i Dn <e. 
mats 


ry 


On a done (I) 


lim f(@) = limg(y) = g(1) = f(2"). 


z 
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La condition (3) est toujours remplie en particulier, quand le 
point x se meut sur le rayon vecteur allant de Vorigine au point 2’, 
car alors son premier membre se réduit constamment a t. 


127. Les commengants, auxquels la continuité des ex pressions 
analytiques est trop souvent présentée comme une sorte de dogme, 
pourront avoir quelque peine a sentir la nécessité des démon- 
strations précédentes. D’ailleurs on a cru longtemps que la con- 
tinuité des termes d’une série entrainait forcément celle de sa 
somme. Il n’est donc pas inutile de montrer par quelques exemples 
que les choses ne se passent pas toujours ainsi. 

1° Appelons f(z) la somme de la série 


(6) —4 


qui admet 1 pour rayon de convergence (118) et qui est encore 
convergente pour 2 =1 (103). Cette série remplit les conditions 
de l’énoncé précédent (126), et ona 


I 


: [ 

NT A a 0 el berets ee Sat 
quand x tend vers 1 en restant par exemple positif et <1, car 
alors modw = x, mod(1— x) =1— & et le premier membre de 


Pinégalité (3) se réduit constamment a 1. 
La série 


e 


DY Cr ae Coes ieee res 


est convergente aussi pour mod z <1, car elle résulte d’une simple 
permutation des termes de la précédente (6), opération qui est 
permise, puisque nous raisonnons a Vintérieur de son cercle de 
convergence (116, III). De plus, on a pour la méme raison 


F(a)=f(v) dot  limF(#)=lim f(x) = f(1). 


On n’a donc pas lim F(x) = F(:), puisque F(1) = = £1) (106), 
et qu’évyidemment /(1) n’est pas = 0. 
2° La série 
eI @) + ati — aw?) 2. BI a) ee. 


M. — Il. 7 
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est convergente pour « réelle positive et <1; car la somme de 
ses n premiers termes peut s’écrire 


2 : i poet eae ely eT 
(@ +o? 4 ?) — (2? + 0 a i ee 
quantité qui, pour 7 infini, a pour limite 
98 ce 
I— a2 1-27? 1—23 


Elle Pest encore pour  =1, parce que tous ses termes s’éva- 
nouissent. 
En appelant donc 9(x) sa somme, ona 


MIN © 
el 


O( 2) = 5? pour x réelle positive <1. 


Si donc dans cette derniére hypothése, on fait tendre a vers 1, 
o(a) est infinie, et, par suite, n’a pas 9(1) pour limite. 

Tout a lheure (1°) la série considérée était entiére, et l’ano- 
malie provenait de ce que les termes n’étaient rangés par degrés 
croissants, de ce qu’ils’agissait d’une valeur de la variable tombant 
sur la circonférence du cercle de convergence. Ici (2°) c’est la 
série qui n’est plus entiére, parce que les termes sont des binédmes 
au heu d’étre des monémes dissemblables. 


428. Sila série entiére 


S(@) =A) + 4,0 + A.H?+..., 


ayant des coefficients réels positifs, avec R pour rayon de con- 
vergence maximum, est divergente pour x=R, sa somme 


augmente indéfiniment pour des valeurs positives de x ten- 
dant vers R. 


Car, si x varie en croissant, /,(2), somme des m +1 premiers 
termes, tend en croissant toujours aussi vers Im{R), quantilé posi- 
tive qui elle-méme croit indéfiniment avec m (102, 1); f(a) qui 
croit évidemment avec x et qui est sans cesse > fm(x), devient 
done et reste ensuite supérieure a toute quantité positive donnée. 


x 


CHAPITRE V. — SERIES ENTIERES. 99 


Valeur remarquable accessible au module de la somme 
d’une série entiére. 


129. Nous passons dune propriété des séries entiéres peu inté- 
ressante en elle-méme, mais néanmoins d’une importance consi- 
dérable, parce qu'elle sert de point d’ appui a la plapart des 
théories générales que nous aurons bientét a exposer. Etablissons 
tout d’abord un lemme qui va nous étre indispensable. 


Il existe quelque quantité § de module 1, dont aucune des 
puissances marquées par les exposants positifs ou négatifs 
quelconques, mais non nuls, M, N, ..., $, ne se réduit a1. 


Comme aucun des polynémes entiers en x 
op Tip Wp cg GP 


n’est identiquement nul, le nombre des valeurs inégales dex, qui 
les annulent, ne aa surpasser == m pour le premier, + 1 pour 
le second, ...+ 8 pour le dernier (412, inf.); dés lors, le nombre 
de celles qui Bisa Vun ou l’autre MteGieranent ne peut 
s’élever au-dessus de Lmtnt...+ 5. Tout groupe de 


Shae (i 2S og ee Te a 


quantités inégales de modules =1, en contiendra donc une au 
moins 9 qui n’annulera aucun de ces polynomes, qui donnera ainsi 


(1) §™non =1, O™non = 1, ia 85 0% non =1. 
130. Voici maintenant l’énoncé du théoréme en question. 


Représentons par 
(2) INE, B63) OUCH Oe aoe) 
la somme d’une série entiére admettant 
Rz, Ry, 


pour rayons de convergence, par rz, Ty, ».. dautres quan- 
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tités positives satisfaisant aux conditions 
Tre< Re, ry< Ry, o0% 


et par &mn,... le module du coefficient du terme général. 
Parmi les valeurs de x, y,... ayant rx, Ty, ++. pour mo- 
dules, et pour toutes lesquelles le module de ap,q,...xPy1..-, 
terme choist a volonté dans la série (2), conserve la valeur 
invariable ap,q,,..rh rt se trouve au moins un systéme X, 


Asses 
Y,...rendant 
mod f(X, 1, 23 -)2¢p.g,..P ety 3s 


Nous avons prouvé ailleurs que cette relation peut toujours étre 
réalisée avec le signe exclusif >, sauf le cas ot la série proposée 
dégénére en un monédme; mais, en nous contentant de V’alternative 
qui nous est suffisante, nous simplifierons considérablement la 
démonstration. 


I. Nous supposerons en premier lieu que la série (2) se réduit 
a un polynéme entier a une seule variable x 


(3) S(@) = Ay +a +...4+- Ap aP+...+ azak, 


et qu'il s’agit de prouver l’existence d’une quanuté X de module r 
rendant 


(4) mod f(X)zapr?. 


Si %p» =o la chose est évidente; sinon nous raisonnerons comme 
il suit : 


1° St, conservant les notations ci-dessus (129), on pose 
O(@) = A+ MoUs ayot+...+ 625, 
0M, Im, «++, Us sont des constantes quelconques, puis 
Pm(@7)= o(v) + o(0x)+ o( a) +...4+ 9(0"-12x), 
on a, pour minfini, 


(33) ee) = 


ae 


quelle que sot la valeur particuliére attribuée a x. 


» 
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Les inégalités (1) permettent d’écrire 


P,(a@)= ma+ ee Oy em + a eae —— ance, 
ou lexpression entre crochets est finie, parce que les modules 
de @™m, ... conservent la valeur 1 quel que soit m, et qu’ainsi 
ceux des numérateurs 1 — 4m, ,,, ne peuvent jamais surpasser 2. 
On obtient donc la relation (5), en divisant par m les deux mem- 
bres de la derniére et y supposant ensuite cet entier infini. 

2° En attribuant enfin Az une valeur particuliere quelconque xy 
de module r, on tirera de la relation (3) 


Xo? f (Lo) = ap + Ay My? + a, LGPL... Ap 1 Bp! + Api Ly +... + apuk?, 


moyennant quoi, si l’on choisit une quantité 0 de module 1 dont 
les puissances d’exposants non nuls 


==ps Pls. ate 1G SE Ty. sea DK Sp 
soient toutes non =1 (129), les quantités 
Lo a) — O75 (2) — 02 2, es gim—1) — §m—1zy 


auront toutes 7 pour module et donneront (1°) 


«. [ F(a) + 9-P f( ao) + 0-27 f( ae) +... 
+ O-(m—1)p fem) ] = apaP+em, 


(6) 
oli €» est une quantité infiniment petite pour m infini. 
Les modules des termes de l’expression entre crochets sont 


précisément ceux de 


T(%o); S(e), f(a), hes f(a”), 


parce que mod@-‘? = (mod)? =1; en représentart donc par 
(xm) une de ces quantités dont le module n’est inférieur 4 aucun 
de ceux des autres, par ¢m le module infiniment petit de e,, et en 
prenant les modules des deux membres de la relation (6), il vient 


mmod f(x») 
m 


= mod f(#m)2%prP — em, 


dés que l’on commence a avoir sams CESS€ Em << apr’. 
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Les quantités 
U1, 22, eo e9 Lm 


tombant toutes sur la circonférence décrite de l’origine pour 
centre avec 7 pour rayon, c’est-a-dire 4 lintérieur de quelque 
aire limitée, on peut (91) extraire de leur suite une autre suite 


partielle 
Lm, Lm +++) Lmn 


dont le terme général x,,, tend vers une certaine limite X, et l'on 
a mod X =7, parce qu’on a constamment modz,,,—=r et que la 
relation limz,,, = X entraine lim(modz,,,) = mod X (79). 
On a de plus (81) 
S(X8) = lim f(zm,) 
et par suite (79) 
mod /f(X) = lm[mod/(2m,) |. 


La relation (4) a done lieu; car l’inégalité indéfinie (7) a pour 
conséquence particuliére 


modf(2@m,)2%prP — em, 
avec 
lime, = 0, 
ce qui donne 
lim[mod f(%m,)]2 apr. 


II. Supposons en second lieu quwil s’agisse d’une véritable série 
illimitée 
I(@) = G+ ae+...+a,xP +... 


dépendant d’une seule variable x a laquelle on attribue exclusi- 
vement des valeurs d’un module constant 7 inférieur A quelque 
rayon de convergence R, et représentons par fp4m(2), Com (a) 
la somme de ses p-+m-+1 premiers termes et le reste corres- 
pondant. 

Comme J p4m(x) estun polynéme entier en x qui contient, quel 
que soit m, le terme apx?, on peut (I) construire une suite illi- 
mitée de valeurs de x, toutes de modules = r, 


> 
ve) 20, ©1, «+1, Lm, 
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qui donnent sans cesse 


(9) mod fp+m(x¢m) 2 LpTrP ; 
en outre, on aura certainement pour m infini 
(10) Nit ersipa(Cia5 =O; 


parce que les quantités (8) sont évidemment toutes intérieures a 
quelque cercle de rayon <R (117). 

Pour cette méme raison, on peut encore (91) extraire de cette 
suite une suite partielle dont le terme général Lm, de module 
constant 7 tend vers quelque limite X de module r aussi. 

D’autre part, les relations (g), (10) donnent en particulier 


mod fp+m, (Lm) Zz op ile 
quel que soit n, avec 


lim Cp+m,(®m, ) =='0 
pour nr infini. 


Ces conclusions combinées avec l’identité constante 


J(2) = fp+m,(£) ahs Cp+mp,( 2) 


entrainent la relation finale 


mod f(em,)2 Mod fy +m, (Lm,) — MOd Cp+m, (Lm) 


Zz Lp Daa mod ép+m,(Lmn), 
puis, comme tout a l’heure (I, 2°), 
mod f(X)2 %prP, 


i’ cause de la continuité a Vintérieur du cercle de convergence, 


tant de la somme de la série f(x) (125), que de mod f(x) (79). 


III. Si enfin, appelant 2 le nombre des variables de la série 
proposée (2), on suppose notre proposition établie pour toutes 
celles dépendant de 1, 2, ..., (4 —1) variables, ordonnons cette 


série par rapport az de maniére a avoir 


INEZ, iss ace =) SS Ao ete A,@ Cut ee i Ap xP Seo 6.6m Am xm eye on ay 
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oi Ay, Ay, .-. sont des séries entiéres en y, ... seulement, 
admettant R,, ... pour rayons de convergence. 

Comme la série Ap(y, .--) contient le terme @p,9,...y%.+-, On 
peut par hypothése trouver pour y, ... des valeurs Y, ... de 
modules 7,, ... donnant 


MOOWN OG son lZ pigyua. ly ae 
puis (IL) trouver pour x une valeur X de module 7, donnant 
iON AAG, WS Soo eNO OS oc a WAG 
Or la combinaison de ces deux inégalités donne, a fortiori, 
mod Gf XGX5 es ep ei poe ee 


ce qui étend a notre série de h variables le théoréme en question 
supposé établi pour h — 1 seulement. I] est donc général, puisqw il 
est vrai pour h =1 (II). 


131. En appelant M une quantité positive supérieure au 
module de la somme de la série (2) pour toutes les combinai- 
sons des valeurs deen y, -.. Gul OND I asehpg ee POUr mine 
dules (417), on a, quels que sotent les indices m, n, 

e M 
(11) NS Sa 
al arate 

Car, en appelant Xp n,...; Yinjn,.... --+ les systemes des valeurs 
de). - = na Ce maOdUles 7 hy. cones qui donnent (130) 


mod I Sintec Yinyny..s a x, ies Amy,n,... PETE o5.a¢ 
on a toujours, par suite de ’hypothése, 


M> mod f( Xm,n,...3 Yan wieol ces 
d’ot 
Mpa e Tyce 
132. La proposition précédente permet d’assigner a la somme 
de la série formée par les modules des termes d’une série entiére 
une limite supérieure d’une forme spéciale dont nous aurons a 
faire usage. 
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Sotent 


(12) Rese 


des quantités positives respectivement inférieures aux rayons 
de convergence de la série (2), et M la limite supérieure qu’on 
peut assigner a mod f(x, y, ...) sur les circonférences de 
cercles de rayons Ri, Ry, ... ayant les origines pour cen- 
tres (M17). Pour tous modules §, n, ... des variables, inférieurs 
aux quantités (12), ona 


M 
(: me) Re) 


Linégalité (11), employée dans le cas qui nous occupe, donne 
immédiatement 


(13) SiGe ec ne ae. ee 


J J 
Ss 
Dei Onpan Se M Rm Ria ’ 
x y 


d’ot: l’on tire 


- iy Ho n 
Di Onion, ve Ht 50) <M y lie ) i! | 5 
x y 


puis la formule (13) en sommant cette progression géométrique 


PRE Sead 
aux raisons Re RD toutes <1 (143). 


133. Sct la série (2) contient quelque terme effectif de 
degré > 0, et st ses rayons de convergence sont illimités, ¢ est- 
a-dire si elle converge pour tout systeme de valeurs attribuées 
aux variables, on peut faire varier ces derniéres de maniére 
a rendre infint le module de sa somme. 


SOll @p,g,..0°y!..- unm terme de cette espéece, on Vun des 
exposants p, g, .-. est au moins égal a1, et ol dp g,,..non=—o. 
Parmi les valeurs des variables qui ont des modules donnés ry, 


ry, -.+, i en existe quelque systéme rendanl 


Mod (ULV, Japa eT en -5, (130): 


On peut donc faire croitre le premier membre de cette inégalité 
au dela de toute quantité donnée, puisque, d'une part, rien par 
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; Sone ' ees 
hypothése ne limite la grandeur de rz, ry, «++, eb que, d’autre 
part, le second membre est infini quand ces modules le sont tous 


eux-mémes. 


Conditions pour que la somme d’une série entiére 
soit nulle identiquement, pour que celles de deux semblables séries 
soient égales identiquement. 


134. Sila série entiére 


(1) WAGES G20 3) ONO pp vip PO GES 9 08 


admet des rayons de convergence Ry, Ry, ..., tous différents 
de zéro, la condition nécessaire et suffisante pour que sa somme 
soit nulle identiquement, c’est-a-dire pour tout systeme des 
valeurs de x, y, ... intérieures aux cercles de convergence, 
est que ses coefficients An.,... se réduisent tous a Zéro. 


Cette condition, évidemment suffisante, n’est pas moins néces- 
saire; car, si le coefficient ap 4,..., par exemple, n’était pas nul, 
en appelant rz, ry, ... des quantités positives inférieures a Rz, 
Ry, .++ respectivement, ap,9,...7%7r4... module du terme cor- 
respondant ne serait pas nul, et il existerait (130) des quantités 
X, Y, ... de modules rz, ry, ... qui donneraient 


mod fiCXs Vn Cg... Tete, 


et par suite 
Hiss Mey ccs NOR =O. 


_ : : ; : 
135. Nous donnerons de ce dernier point une démonstration 
toute différente reposant sur la proposition suivante qui nous sera 
utile ailleurs. 
pas, / / nee soe 
Sotent Ri, Ry, ... des quantités positives quelconques res- 
pectivement inférieures a Ry, Ry, ..., et 


(2) Ni Jy obo sea Fe > Var 


des suites tllimitées, dans chacune desquelles les termes sont 
tous numeriquement inégaux, avec des modules non supeérieurs 


CHAPITRE V. — SERIES ENTIERES. 107 


~~ fe SEN BY ° 
aR, pour la premiére, a Rj, pour la seconde, etc. Si l’on a 
numériquement 


(G@; ACT Le eer 


pour toute combinaison de valeurs des rangs p,q, ..., on 
aura ausst 


Am,n,... — 9, 


quels que sovent les indices m, n, 


I. Considérons @abord le cas d’une seule variable x, ov il 
s’agit de 
S( £2) = A +a, 0+ agZ?+...; 
supposons qu’on ait lima, = 0, et qu’on ait démontré la nullité 
des premiers coefficients jusqu’a a, exclusivement. ll reste ainsi 


J(2z) = ref (@), 


en posant, pour abréger, 
fy (@)= Gy + Quit +..., 


série enticre ayant méme rayon de convergence que la propo- 
sée (116, V). Comme x, prend une infinité de valeurs non = 0, 
ee eer ee ey ; ae ag 
Pégalité indéfinie x} f,(2,))—=o entraine aussi f/y(%p)=0, pat 
suite lin f, (zp) =o=f,(0) = a, (124). En prenant done suc- 
cessivement »p 0, 1,2, ..., il vient indéfiniment 


Ay =a, =—4,=>..-.-=—0, 


comme il fallait le constater. 


II. Supposons que le nombre / des variables soit quelconque, 
que Von ait limz,=limy,=...=0, que le point en question 
ait été établi pour moins de / variables, et ordonnons la série (1) 
par rapport 4 aw, de maniére a lui donner la forme 


Ago + A;@+Agxu?-+..., 


ot! Ay, A,, Ao, --. sont maintenant des séries entiéres en y, 5, -.. 


seulement. 
Pour un systéme donné de valeurs de ces derniéres variables 
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appartenant aux h —1 derniéres suites (2), lasomme de cette série 
esl supposée s’évanouir quand x prend une valeur quelconque 
figurant dans la premiére suite. Il en résulte (1) 


Ao Ay Ag eae oO. 


Donc, en vertu de Vhypothése, les coefficients de ces séries 
entiéres sont tous nuls, parce que les valeurs des variables consti- 
tuant le systéme considéré peuvent étre choisies arbitrairement 
dans les h —1 suites dont il s’agit. Mais ensemble de ces coeffi- 
cients est précisément celui des coefficients de la série propo- 
sée(1); donc ces derniers sont tous nuls. 


III. Nous passons sous silence le cas ou les suites (2) sont 
quelconques, parce qu’il est renfermé dans un théoréme plus 
général que nous démontrerons plus tard (188, inf.) et que sa 
connaissance nous est inutile en ce moment. 


136. Le théoréme du n° 134 résulte immédiatement du précé- 
dent; car, si f(z, y, ...) est nulle identiquement, l’égalité (3) a 
lieu pour toute composition des suites (2) : en particulier, pour 
celle consistant a donner zéro pour limite commune a tous leurs 
termes généraux. 


137. Pour que les sommes des deux séries entiéres dépendant 
des mémes variables 


X(am,n, .emyn,..), DOne nee ey 


sovent égales identiquement, il faut et il suffit que les coeffi- 
cients de leurs termes semblables soient toujours égaux res- 
pectivement. 


L’égalité en question équivaul a 
= (Qm,n,... el y"”...) == (Om,n,...ey™...) =e) [(@m,n....— Omn,...) CM y”...] =0 


identiquement, d’ou indéfiniment Qm,n,...— Omyn,...== 9, © est-a-dire 


am,n,...—= Om,n,... (134). 


CHAPITRE VI. 


DERIVEES DES FONCTIONS OLOTROPES. — GENESE HABITUELLE DE CES 
FONCTIONS. 


Définitions. 


138. L’étude des principales opérations générales qui donnent 
naissance a de nouvelles fonctions nous révélera successivement 
(Chap. VIL, IX, X, XI, XII, mmf.) un fait qui domine toute 
PAnalyse infinitésimale et dont cette Science est, selon nous, le 
simple développement des innombrables conséquences; le lec- 
teur en a déja été prévenu (1). Quand les fonctions déja connues 
qui sont impliquées dans les calculs sont représentables par des 
séries entiéres de la maniére qui va étre précisée dans un instant, 
les nouvelles fonctions qwils engendrent le sont également, excepté 
toutefois pour certaines valeurs particuliéres des variables qui 
sont toujours assignables a prior’. Et, comme les fonctions ana- 
lytiques forment ainsi une chaine continue ayant les polynémes 
entiers pour premier anneau, on estautorisé a dire en gros qu’edles 
sont toutes aussi développables en séries entiéres. 

Cette assertion générale n’est pas contredite par l'étude d’autres 
modes spéciaux de généralion des fonctions, qui tiennent dans 
V’Analyse une place bien moindre (sommation de séries de fonc- 
tions simples, formation de séries factorielles, etc.); en outre, et 
il importe de le remarquer, elle s’accorde enticrement avec le 
principe essentiel admis tacitement par tous ceux qui cherchent 
a renfermer dans des formules mathématiques les résultats 
de Vobservation des phénoménes naturels. Beaucoup de ces for- 
mules sont des polynémes entiers auxquels des observations de 
plus en plus précises ajoutent successivement des termes qui en 
augmentent l’exactitude, c’est-a-dire des séries entiéres limitées 
par Vimperfection de nos sens et de nos instruments. Or une 
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pareille méthode n’aurait pas été couronnée d’un succés constant, 
si les fonctions qui représenteraient exactement les phénoménes 
naturels n’étaient pas aussi développables en séries entiéres, fait 
que nous pourrions d’ailleurs rattacher trés étroitement a celui 
que nous signalions en commengant. 

Comme, d’autre part, les raisonnements appuyés sur cette pro- 
priété générale des fonctions imitent tout a fait ceux de lAlgébre 
élémentaire et peuvent étre amenés sans peine au plus haut degré 
de rigueur et d’élégance, nous la prenons pour base de toute notre 
théorie. Il nous faut donc, tout d’abord, un vocabulaire spécial 
pour V’invoquer facilement. 


139. La maniére la plus simple de relier entre elles, par la pensée, 
diverses valeurs particuliéres attribuées 4 une méme variable indé- 
pendante, consiste a considérer chacune d’elles comme déduite de 
la précédente par laddition d’un certain accroissement. Elle 
est d’autant plus conforme a la nature intime des choses, que 
Paddition physique (ou la soustraction) intervient essentielle- 
ment.dans la comparaison de grandeurs concrétes similaires. On 
est conduit ainsi, a chaque instant, a étudier la valeur indéter- 
minée f(ap>+h, Yo th, ..-) que fait acquérir 4 une fonction 
donnée f(x, vy, ...) lattribution a ses variables indépendantes 
d’accroissements variables h, k, ... a partir des valeurs particu- 
lieres %o, Yo, --. fixées pour un instant; c’est ce que nous avons 
déja fait avec grand profit pour les séries entiéres (124, II). 

Cela posé, nous dirons que la fonction f(z, y, ...) est olotrope 
en Lo, Yo) +++, avec des olométres au moins égaux a bz, by, ... 
quantités positives données de grandeurs quelconques, quand 
S(Lot+h, yo tk, ...) peut se développer en une série entiére 
par rapport ah, hk, ..., admettant 6,, 6,, ... pour rayons de 
convergence (116). On dit que ce développement est fait @ partir 
dé Xo, Vo, +++, et, relativement a lui, on nomme ces quantités et 
JS (%0, Yo, «+ -) les valeurs initiales des variables et de la fonction. 

Nous dirons encore que f(a, y, .-.) est olotrope dans des aires 
données Sz, Sy, ... (89) (90), avec les olométres (invariables) 6,, 
Oy, +++, quand elle jouit de cette propriété en tout systéme de 
valeurs initiales des variables prises respectivement a l’intérieur de 
ces aires, c’est-a-dire, nous le répétons, quand f(~-+h,y-+hk, .. i) 


2 
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est représentable par une série entire convergente en h, k, ..., 
dés que d’une part z, y, ... tombent dans S,, Sy, -++, que d’autre 
part les modules de h, 4, ... sont inférieurs a 4,, 6,, . 

La configuration des aires Sz, S,, ... varie avec la nature propre 
de la fonction considérée, cela va sans dire. Quelquefois ces aires 
sont indéfinies, c’est-a-dire que rien ne limite leur forme et leur 
grandeur; nous dirons alors que la fonction est indéfiniment 
olotrope. 

Liexistence méme des olométres, c’est-d-dire ce fait que les 
séries enuéres dont nous parlons sont convergentes pour certains 
modules des accroissements tous différents de zéro, est indispen- 
sable a nos raisonnements. Mais leur grandeur est indifférente ; 
car les valeurs maximums des rayons de convergence de ces séries 
dépendent en majeure partie de la configuration des aires Sz, 
Sy), +.. et des positions qu’y occupent les valeurs initiales des 
variables (202, inf.) 

Il résulte d’une remarque faite au n° 119 que f(x, v, ...) admet 
certainement 62, 5,,... pour olomeétres, si cette fonction admet 
au méme titre toute combinatson de quantités positives respec- 
tivement inférieures a celles-ci. 


140. D’aprés ces définitions, fda somme Wune série entiere 
F(x, y, -..) ayant Re, Ry, ... pour rayons de convergence est 
évidemment une fonction olotrope en «# =0, VY =0,..., avec ces 
rayons eux-mémes pour olométres ; car F(o +h, o-+hk, ...) se 
réduit A F(h, k, ...), e’est-a-dire a ce que devient la série consi- 
dérée quand on représente ses variables par les lettres h, /, 
substituées a 2, y, .--- 

La méme fonction est olotrope dans des aires Sx, Sy, ++. 
découpées arbitrairement dans celles de cercles concentriques 
aux cercles de convergence, mais de rayons moindres, avec des 
olométres égaux d5z,5,, ..., plus courtes distances respectives 
des points des contours de ces aires a ceux des circon erences 
des cercles de convergence. Car, six, y, ++. tombent a Vintérieur 
de Sz, Sys ---7, cbt les modules de v1, k, ... sont inférieurs a 


Ox, Oy, +++, ON a Certainement 


moda + modh < Rg, mody + modk < Ry, 
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et (120) F(a@ +h,y +h, .--) peut se mettre sous forme d’une 
; : n es 
série entiére en 2, y, .--, h, k, «++ que rien n’empéche d’or- 


donner par rapport ah, &, ... seulement. 


141. De méme, la somme F(x — 20, ¥ — Yo, +++) dune série 
qui estenticre par rapport aux différences £ — Lo, Y — Joy +-- 
et qui a Ry, Ry, ... pour rayons de convergence, est fonction 
olotrope de x,y, ... dans des portions quelconques des aires 
de cercles ayant pour centres Lo, Vo, +++ et pour rayons des 
quantités positives Ri, Ry, ... inférieures a Ra, Ry, ..., par 
exemple dans tout Vintérieur des cercles dont tl s agit. 


142. Laremarque suivante est quelquefois utile: Sif(x,y, -.-) 
est olotropé dans. les aires Suz, Sy, << AEC 0%, Oy, a1. POU 
olométres, et st, nommant ez, ty, .-. des quantités positives 
inférieures aces derniéres, on accroit les aires, de zones addi- 
tionnelles Ly, Ly, ..., ayant des épaisseurs moindres que £., 
ey, ».., c est-a-dire telles qua un point quelconque de Ly par 
exemple corresponde toujours dans Sz quelque autre point qui 
en soit a une distance inférieure a ¢x, la fonction considérée 
est ausst définie dans les aires totales S',, S\., ... résultant de 
Vadjonction des zones Ly, Ly, ... aux aires considérées; de 
plus elle y est encore olotrope, mais avec des olometres égaux 
seulement @ 


Soit z', y’, ... un systéme de valeurs des variables prises 
n’importe ou dans les aires totales, par exemple dans les zones 
additionnelles. Comme il existe, par hypothése, des valeurs des 
variables xo, Yo, ... tombant dans les aires primitives et étant 
telles que les modules des différences x'— xo, y’— yo, ... soient 
plus petits que ez, cy, ..., ces modules seront, a plus forte raison, 
inférieurs a6, oy, ... et 


yh Canes J) =f(o+ 2'— 2%, Yo+y'—Jo, Si) 


est, par définition, la somme de quelque série convergente entiére 
par rapport aux différences 2! — x9, y/— yo, . 


Soient enfin J’, k’, ... des accroissements de modules infé- 
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rieurs a 0,, 0,, ..-, attribués aux variables a partir des valeurs 
ae hae 
WTUTALeSRG ey cr: 

Comme la série entiére ci-dessus a pour rayons de convergence 
S int by , , Xx / fe 2 (gas 
Ox, Oy, +++, Quantités égales a e,+ 6), ey + O,) +++, Supérieures, 
par suite, aux sommes 


mod(z'— %)-+-modh', mod(y’—yo)+ modk, 7 


on peut remplacer ses propres variables x’ — xy, V = o,_-2 « par 
les sommes 


a—at+h, y—y+k, 3 


la transformer en une série enticre par rapport a toutes les quan- 
ilés 2’ — a, y'—yo,..., h', kK, ..., puis ordonner cette nou- 
velle série par rapport 4 h’, k’, ... (120). 

Or ce développement est précisément celui dont il fallait con- 
slater la possibilité pour 


J(ei+h yk, ...)=f(t +2 —xa +h yyt+y'—yotk,...). 


143. D’une maniére moins précise mais plus bréve, on peut 
dire que /a diminution des oloméetres d'une fonction permet 
d augmenter d’épaisseurs égales a ces décroissements les aires 
ott Von sait qwelle joutt de cette propriété. Inversement, la 
réduction des aires permet une augmentation correspondante 
de la grandeur des olométres, réciproque plus difficile a établir 
et qui nous conduira bientot a la détermination exacte des rayons 
de convergence maximums du développement d’une fonction que 
Von sait étre olotrope dans des aires données (201, 204, inf.). 


444. Relativement a une fonction donnée, puisqu’elle est habi- 
tuellement développable en série entiére, on pourrait aussi appeler 
ordinaires \es valeurs des variables a partir desquelles ce déve- 
loppement est possible. Par opposition, nous appellerons valeurs 
singuliéres celles 4 partir desquelles il ne lest plus, ce qui est 
toujours un fait exceptionnel, comme nous Pavons annonce, et 
nous dirons que la fonction se trouve dans une phase singuliére, 
quand les variables prennent de semblables valeurs ou bien quand 
elles tendent vers elles. 

M. — I. 8 
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Pour une méme fonction de & variables, les valeurs singuliéres 
de celles-ci sont en général les systemes de solutions numériques 
d’équations simultanées finies (281, inf.) 


dont le nombre est égal ou inférieur a k et dépend, ainsi que la 
nature de ces équations, de celle de la fonction considérée. C’est 
ce qui résulte de l’ensemble des faits connus. 


145. Nous devons encore mettre au nombre des phases singu- 
liéres d’une fonction l'état ot elle se trouve quand quelques-unes 
de ses variables deviennent infinies; car alors celles-ci ne restent 
plus voisines de valeurs particuliéres a parr desquelles le déve- 
loppement en série entiére soit possible. 


146. Quelquefois, pour certaines valeurs des variables, les opé- 
rations générales qui définissent une fonction ne permettent plus, 
a elles seules, de constater si la fonction est olotrope ou bien si 
elle se trouve dans une phase singuliére, et, pour en décider, il 
faut faire entrer en ligne de compte quelque autre circonstance 
spéciale de la question. Nous dirons que ces valeurs sont critiques. 
La fonction entre alors dans une phase critique se résolyant aprés 
discussion, tant6t en une phase ordinaire, tant6t en une phase 
singuliére. 

Les expressions dites habituellement se présenter sous Vune 
des formes ~, =, 0 < ©, 0 —, ... ne sont pas autre chose que 

OF 


des fonctions entrant dans certaines phases critiques. 


147. Pour des valeurs singuliéres ou critiques des variables, il 
arrive souvent que lexécution méme des calculs générateurs de 
la fonction devient impossible. Alors pour définir sa valeur, du 
choix de laquelle on redevient maitre, on prend toujours, par 
convention générale, la limite vers laquelle tend la fonction 
quand les variables tendent vers leurs valeurs singuliéres ou 
critiques, a condition, bien entendu, que cette limite existe indé- 
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pendamment de toute hypothése sur le mode de variation relative 
des variables. 

Si cette limite n’existe pas, mais si le module de la fonction croit 
indéfiniment, on dit que pour ces yaleurs la fonction est infinie. 
Dans tout autre cas, on la dit indéterminée (Cf. 154, Ln). 


148. La discussion d’une fonction dont quelques variables sont 
infinies peut se ramener au cas ou elles tendent vers des limites 
nulles, au moyen d’un artifice trés simple et assez souvent employé. 

Supposons par exemple qu’il y ait 4 étudier ce que devient 
J(%, V3, +++) quand z et y sont infinies et que z, ... tendent 


aA ae 1 I 
vers les limites c, .... Comme les quantités 2! = Rade: sont 


o . 5 . 7 [ . 
infiniment petites (82), inversement 2 =-—, y =-; sont les in- 
z Ne 
verses arithmétiques de variables qui tendent vers zéro. Si donc 
oie : ea! 
on désigne par ‘f(a’, y’, z, -.-) la fonction f(y me .) du 
nouveau systéme des variables 2’, y', z,..., 11 est clair que la dis- 


cussionde f(z, y, z,...) dans les circonstances spécifiées revient a 
Ge lewce (1459) 15a pour lume dim =o, lim geen. 


149. Quand une fonction est olotrope en Zo, 7, ---, On peut, 
par définition (139), la mettre, pour toutes valeurs des variables 
suffisamment voisines de celles-ci, sous la forme 


x [ @m,n,...( 2 po) a0) | 


d’une série entiére par rapport aux différences variables x — 2p, 
VY —Yo, +++, les coefficients ap,n,.,. élant, bien entendu, des con- 
stantes. On pourrait appeler cercles de convergence d'une pareille 
série ceux qui ont Zo, Yo, ++. pour centres avec les olométres 
correspondants de la fonction pour rayons. C’est de cette forme 
précise, combinée avec les propriétés fondamentales des séries 
entiéres (Chap. V), que nous déduirons successivement tous les 
théorémes généraux de Analyse infinitésimale, et il nous semble 
impossible de le faire convenablement en suivant une autre 
marche; du moins, personne que nous sachions n’y a encore 
réussi. Le lecteur retiendra donc soigneusement que ces théorémes 
ne subsistent quentre les limites ow les fonctions considérces 
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sont toutes olotropes, ou, ce qui revient au méme, gue pour les 
valeurs ordinaires des variables. 

En dehors de cela, le raisonnement manque de base et ne peut 
plus s’édifier. Pour les valeurs singulieres des variables, on 
retombe donc dans UVinconnu, et \étude d’une fonction ne peut 
se poursuivre aulrement qu’en employant tel artifice que pour- 
ront suggérer ses propriétés spécifiques. 

Mais, dans les monographies, les phases singuliéres jouent un 
role considérable, parce que c’est en elles que font saillie les pro- 
priétés caractéristiques des fonctions, comme l’organisation géné- 
rale d’un étre vivant se trahit par les anomalies de sa structure, 
par ses maladies spéciales. 


150. La premiére chose a faire, quand on rencontre une nou- 
velle fonction, est donc d’assigner les valeurs des variables pour 
lesquelles elle est olotrope, de chercher en méme temps ses 
phases singuliéres et de discuter celles-ci. C’est ce que nous allons 
faire pour le petit nombre de fonctions dont nous pouvons parler 
en ce moment. 

Les polynémes entiers sont indéfiniment olotropes. Si effecti- 
vement f(z, vy, ...) désigne une fonction entiére, on peut, quelles 
que soient les valeurs attribuées a 2, vy, ... et aux accroisse- 
ments h, k, ..., transformer, au moyen des premiéres régles de 
PAlgébre, expression f(a+h, y+hk, ...) en un polynéme 
enuier en h, k, ..., qui constitue évidemment une série entiére 
limitée. La grandeur des olométres est indéfinie. 

Les seuls systémes de valeurs singuliéres des variables sont donc 
ici ceux ot quelqu’une d’elles est supposée infinie. Quand il ya 
plusieurs variables infinies, ]a variation de la fonction dépend des 
circonstances ; dans le cas d’une seule, la fonction est toujours 
infinie (a moins toutefois qu'elle ne dégénére en une constante). 

En supposant, en effet, l’exposant k=1 avec ay nono, on 
peut écrire 

L(@)= a+ e+... bape = (ap + e)ak, 
oul 
Ae-1 Ak-2 , ao 


Cae y fo0c 
x av ak 


est évidemment une quantité infiniment pelile, pour & infinie. 


a 
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En appelant donc ¢ une quantité positive inférieure a a;, module 
de ax, en donnant a §, module de x, des valeurs assez grandes 
pour que mode reste < ¢, on aura 


mod f(x) > (a, —«)&F, 


expression dont les facteurs sont le premier invariable, le second 
infini avec &. 


151. Un monéme a exposants entiers négatifs 


1 
COVEN, oe 


fla, y, = 


est olotrope dans tout systéme d’aires Sz, Sy, ... ne compre- 
nant pas a@ leur intérieur les valeurs 0, 0, ... des variables ; 
et, pour olométres, on peut prendre les distances respectives 
MINIMUMS Bz, Oy, .-. des points de ces aires aux origines Ox, 
O,, ... des axes auxquels ils sont rapportés. 


Soit Zo, Yo, --- un systéme de valeurs initiales prises arbitrai- 
rement dans les aires S;, S,, ..., par suite, toutes différentes 
de zéro; soient encore h, k, ... des accroissements de modules 
inférieurs 4 Oz, 6,, .... Ces modules seront, a plus forte raison, 
inférieurs A ceux de Xo, Yo, --+; par suite, ceux des quantités 

h F k : 


Gi: 
“Lo WAN 


x 


seront tous inférieurs a 1. 
La progression géométrique a p raisons égales a x’, a g raisons 


apes . / 
égales ay, -.. 


a 
(1) Sa, Nyy", ..)= [<n ee Ainkn., | 
: Ce vig ae 


est donc convergente (113) et a pour somme 


: OIG: 
@ —x')P(1— y')f. ue (ao+ h)P(yo+k)f.. ; 


I] en résulte qu’on obtiendra le développement de 


S(to+h, York, aos) 
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en série entiére par rapportah, k, ..., en divisant tous les termes 
de la série (1) ci-dessus par la constanle 2} y§.+-- 

Pour cette fonction, les seuls systémes de valeurs singuliéres des 
variables sont donc ceux ot l'une d’elles au moins est nulle ou 
bien infinie. En supposant quelques variables, d’abord infiniment 
petites, puis infinies, les autres ayant des valeurs données diffé- 
rentes de zéro, on voit immédiatement que la fonction est infinie 
dans le premier cas, partant non olotrope, infiniment petite dans 
le second. Elle est indéterminée (147) quand, en méme temps, 
certaines variables sont infinies, d’autres infiniment pettes. 


152. Lecas d’une seule variable x mérite une mention spéciale. 
En posant 
I 
Se SEGUE (arr gz! i) 
C= x yp m ( <1); 
on apercoit sans peine que a», est égal au nombre des termes d’un 
polynéme homogéne de degré m a p variables, c’est-a-dire a 


(m= 1)\(M + 2)... pat) 1.9. (me 1) 4 I  ——) 
1.2...(p—1t) a Pin wala occ (jal) 
oes PAPE aon De) 


Nadia 5 Tee 


d’ou, en supposant x») non = 0, modh < moda, 


(%y + h)-P =a? + —£ BON fete, 


eG 2D) Ge it ed 92 WoL) 


t og P-m m a 
NSS MAD 9 GPS 


développement identique a celui que fournirait la régle du binédme 
de Newton, appliquée mécaniquement a un exposant négatif. 

Cette fonction x~? entre dans une phase singuliére pour 2 =o 
et pour x infinie; elle est infinie dans le premier cas, infiniment 
petite dans le second. 


153. En supposant p =1, on obtient la fonction — dont nous 
x 


parlerons souvent, et a laquelle nous donnerons le nom de fonction 
fractionnaire simple. Elle est olotrope pour toute valeur de z 
) 
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zero excepté, et son développement en série entiére se réduit a 


I I h h2 ; hm 
~ 


= ~+ — eres 1)” 
Loth Xo ae as mS ) coat 


a a : ; 
ott Pon doit toujours supposer ay non = 0, modh < modzy. 


NY Cie . 
154. Comme exemple de phase critique, nous citerons la fonc- 
cP 


tion >q Pour x = 0, valeur qui rend impossible la division a faire 
pour calculer la valeur correspondante de la fonction (146). 

Si p2q, la fonction est égale au mondme a exposant entier non 
négauf x?~7 pour toute valeur de znon =o. Elle est donc olo- 
trope en x =o (150) et s’y annule si p > q, en convenant tou- 
jours (147) de lui attribuer alors pour valeur celle qui lui sert de 
limite quand x tend vers zéro. 

Mais, si p est <q, la fonction est égale, pour znon=o, au 
monome a exposant entier négatif 2?~7 qui cesse d’étre olotrope 
pour z=o. Elle ne lest done pas non plus; de plus elle y est 


infinie (147) (151). 


Dérivées premiéres. 

155. St f(#, 7, ...) est olotrope dans les aires Sz, Sy, 
avec les olométres bz, 4,, ..+, les coefficients du développement 
de f(x +h, y +k, ...)ensérie entiére parrapport ah,k,.. 
sont tous ausst des fonctions de x, y, ... qui sont olotropes 
dans les mémes aires et avec les mémes olomeétres. 

Ces coefficients étant essentiellement indépendants de h, 
k, ..» (1412) ont toujours les mémes valeurs pour des valeurs 
données de x, y, ..., de quelque maniére que le développement 
de f(x th, y +h, ...)ait été construit; car les sommes de deux 
développements de cette espéce doivent l'une et lautre repro- 
duire f(x +h, y +h, ...), par suite étre égales entre elles pour 
tout systéme de valeurs de h, k,... ayant des modules inférieurs 
aux olométres (137). Chacun d’eux est done une fonction déter- 
minée de x, y, ---- 

Soit maintenant %, Yo, .-. un systeme de valeurs initiales tom- 
bantedans: 9,9, 2. -, puis hk), 2." des accroissements de mo- 
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dules inférieurs a 6,, 6), ..., puis enfin Wee Cay oo) Le coeffi- 
cient de hPk?... dans le développement de f(a + h, y+ Kavass os 
il nous reste a prouver que Sng (er ey be Katee apeue 
étre mis sous forme d’une série entiére en h’, 4’, .... A cet effet, 
nous appellerons h", k’, ... des quantités de modules inférieurs 
aux excés de Oy, dy, ... sur les modules de h’, k’, ..., et nous 
observerons que la série enticre enh, k, ... quiconstitue le déve- 
loppement de f(a»-+h, yo +h, --+), ayant précisément oz, 3y, --- 
pour rayons de convergence, les inégalités 


modh’+ modh"<6,, modk’+ modk"< 4y, 


permettent de remplacer, dans cette série, h, k, ... par h’-+-h', 
kK'+k", ... et de transformer l’expression correspondante 


S(toth +h’, york +k, ...), 


en une sémé entiere par rapport ash), M4ic «<a 0e yk y een iO) 
Cela posé, le coefficient de h’?k"7... dans cette nouvelle série 
ordonnée par rapporta h’, k”, ... est précisément le développe- 
ment cherché def, 9... (@y-- hi, Vo ks. «)- 


156. Dans le développementde f(x +h, y +k, ...), le terme 
indépendant de h, k, ... est naturellement la valeur de cette 
expression pour h=k=...=0, c’est-a-dire f(x, vy, ...). Les 
coefficients des termes suivants sont d’autres fonctions qui vont 
maintenant nous occuper. 


Ceux des premiéres puissances de h, k, ... se nomment les 
f 7 va ia . 
dérivées de f(x, y, ...) prises par rapport a x, y, ... respec- 
tivement, Else représentent par 


Jel 2y Vee: EV GOVs ne; 
ou bien encore par 
Dei (L770 Dy f( 259% Si) homoccn 


notations ot les indices peuvent étre supprimés dans le cas d’une 
seule variable indépendante. 


Le coefficient de h dans le développement f(x hy hind 


a 
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étant indépendant des divers accroissements, en particulier de 
k, ..., est égal a celui de h dans 


Ey ste lf (ee Ay 0, a.): 


Pour obtenir f',(x2, y, .+-), on peut donc opérer comme si x 
était la seule variable de f(x, y, ...) en considérant les 
autres comme réduiles momentanément & des constantes, ce 
qui raméne toujours le calcul des dérivées au cas d’une seule 
variable indépendante. 

Cette sorte de disjonction possible des variables dans le calcul 
des diverses dérivées dune méme fonction leur fait souvent appli- 
quer la dénomination de dérivées partielles. 


157. Cherchons les dérivées des fonctions que nous savons 
actuellement étre olotropes. 

1° Une constante (st on veut la considérer comme un cas 
extréme des fonctions) a des dérivées toutes tdentiquement 
nulles. Car une série entiére enh, k, ... ne peut conserver une 
valeur constante, sans que son premier terme ne soit précisément 
égal 4 cette constante et que les coefficients de tous les autres 
ne s’évanouissent (137). 

2° La fonction rationnelle a(x — xo)? (y 
exposants @, Y, ... sont des entiers positifs ou négatifs, a pour 
dérivée par rapport a x 


Yo)X..+, ow les 


BA(H— Ly) (vy — yo)". 


On obtient effectivement ce résultat en remplacgant @ par x +h, 
c’est-a-dire x — £y par x — 2) +h, en développant 


(2 — 2+ h)® 


par la formule du bindme, soit ordinaire, soit généralisée comme 
au n° 152, et en prenant le coefficient de / dans le développement 
correspondant de notre fonction. II faut naturellement supposer 
que les valeurs de z, y, ... n’annulentaucune différence pourvue 


d’un exposant négatif. 
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03 ° . . I +, AYN 
Pour la fonction fractionnaire simple Ze ' (153), on a la 


formule 


D 


I 
—~ =(—1)7g-171= 
a ) x? 


3° La dérivée par rapport a x d'une fonction olotrope nuse 
sous forme d’une série entiére en &— Lo, VY — Yo) ==> 
¥[@m,n,...(& — 2o)"™(y — vo)”---] (149) 


est la somme de la série 


E[mam,n,...(& = £o)"-1(y —Yo)”..-] 


quia pour termes les dérivées par rapport a x des divers termes 
de celle-ci, calculées conformément a la régle précédente (2°). 

En ordonnant par rapport a / le résultat de la substitution 
dex —a2)+ha x — x,y dans la série proposée (120), on trouve 
effectivement une série entiére en /, ot la premiere puissance de 
cet accroissement a pour coefficient la somme de la série formée 
par les coefficients de h dans les développements des expressions 


Am,n,...(& — Lo + [Oe Gy Vig) oases 


Quand on avy = 7) =-..—=0, onretombe sur une série entiére 
proprement dite dont les dérivées se calculent ainsi terme a 
terme, quelle soit illimitée, ou bien quelle dégénére en poly- 
nome entier. 


Dérivées d’ordres supérieurs. 


158. Comme les dérivées d’une fonction olotrope f(z, y, ..-) 
le sont elles-mémes dans les mémes aires et avec les mémes 
olométres, elles ont des dérivées jouissant des mémes pro- 
priétés (155) (156); de méme pour celles-ci et leurs propres déri- 
vées, et ainsi de suite indéfiniment. Ces dérivées de dérivées sont les 
dérivées partielles de tous ordres de la fonction primitive, dont 
la nomenclature repose sur le théoréme suivant : 

Une dérivée d’ordre supérieur dépend uniquement des 
nombres exprimant combien de fois on a dérivé par rapport 


ry 
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a chaque variable, de quelque manicre d’ ailleurs que ces opé- 
rations partielles aient pu se succéder. 
Ce point est évident pour le mondme 


a(e2@—Xo)7(y — yo)h...3 


car, en appelant p, g, ... les nombres de dérivations a exécuter 
par rapport az, y, ... respectivement, l’application répétée de la 
régle ci-dessus (157, 2°) donnera pour résultat 


[w(@@—1)...w—p+1)][y-..(y—g +1]... a(@ — 2) ®-P( yy — yo)h-4.... 


de quelque maniére que l’on ait procédé. 

Il est done général puisque, par définition, toute fonction olo- 
trope est la somme d’une série procédant suivant des monémes 
de cette espéce (149), série que l’on dérive en dérivant successi- 
vement chacun de ses termes (157, 3°). 


159. Pour spécifier une dérivée d’ordre supérieur, il suffit donc 
d’indiquer les nombres de dérivations partielles relatives 4 chaque 
variable, que sa formation comporte. En représentant ces nombres 
Par p,g,--5,pour 7,7, ..«., on dil cette derivée d’ordres par- 
tiels p,q, ... par rapport ax, y, ... respeclivement, et aussi 
d@ ordre total p+q-+... par rapport a Vensemble des va- 
riables considérées indistinctement. On la note soit par 


bee 2 yi); 
soit par 
D{24)--) F(a, We an Ne 


LY 5-++ 


en supprimant quelquefois les indices, surtout dans le cas d’une 
seule variable. 

Les dérivées proprement dites, dont il était quesuon dans le 
paragraphe précédent, sont d’ordre total 1 et se nomment les déri- 
vées premicres. Les dérivées d’ordres totaux 2, 3, ..+ sont les 
dérivées secondes, troisiémes, etc. Quelquefois on a intérét a con- 
sidérer une fonction comme étant sa propre dérivée d’ordre zéro. 

Le nombre des dérivées d’ordre total M est évidemment égal a 
celui des termes d’un polynéme homogéne de degré M par rapport 
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a Vensemble des variables. Dans le cas d’une seule variable, il se 
réduit done a1, quel que soit M. 


160. Le calcul des dérivées d’ordre supérieur ne comporte 
aucune observation spéciale, puisqu’il se décompose toujours en 
un certain nombre de dérivations simples. On notera seulement 
que pour une fonction olotrope dont on connait le développe- 
ment en série entiére par rapport &@ £—ZXo, VY —Joy +++5 CC 
calcul s’opére en Vexécutant séparément sur chacun des termes 
du développement. 


161. Il est bon encore de retenir Ja forme de la dérivée ki*™* 
du monéme x® a exposant entier positif ou négatif. En répétant 
Vapplication de la régle indiquée tout a Pheure pour une seule 
dérivation (157, 2°), on trouve de suite 


Di z® = o(o—1)...(o—k+1)20-*, 


Quand o est positif, le degré du mondme diminue d’une unité a 
chaque nouvelle dérivation; pour k =a, la dérivée se réduit a la 
constante 1.2...0; pourk5o-+1 la dérivée devient donc iden- 
tiquement nulle (157, 1°). Mais toutes les dérivées de ce mondme 
sont comme lui des fonctions entiéres de z. 

Quand o est négatif, le degré du mondme diminue toujours 
algébriquement dune unité a chaque dérivation, mais numéri- 
quementilaugmente d’autant. Toutes les dérivées sont, comme le 
monédme proposé, des fonctions rationnelles fractionnatres, et 
jamais elles ne deviennent identiquement nulles, parce qu’aucun 
facteur nul ne peut s’introdutre dans le coefficient. Ici, il faut 
naturellement supposer ynon = 0. 

D’aprés cela, le degré effectif d’un polynéme entier a une ou 
plusteurs variables diminue d’une unité a chaque dérivation; 
ses dérivées se réduisent & des constantes quand leur ordre 
total atteint ce degré, et elles deviennent identiquement nulles 
a partir du moment ow il le surpasse. En particulier, les dérivées 
de tous ordres d’une constante sont identiquement nulles. 


162. La dérivée f(a, y, ...) est égale au produit par 
le facteur numérique (1.2...p)(t.2...q)..., du coefficient 


» 
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de hPk?, ... dans le développement de J(eth,y +k, ...) 
en série entiére par rapport aux accroissements fi; ae 
Soit 
SR, Ropes) a = [@mn,...(L— 2)" (y SG oye ser | 


le développement de la fonction a partir de valeurs initiales des 
variables suffisamment rapprochées de celles que l’on considére. 


On a d’abord, d’aprés la remarque ci-dessus (160), 


Ua ae Can a -++) =Z[m(m—1)...(m—p+i)n(n—1)...(n—q-+1)... 
< Amn... (2 — Ho MP (¥ —y~o)*-4... |. 


Si Von cherche ensuite le coefficient de h?k7... dans le déve- 
loppement de 


Lida als — Lot h)” (y he hee 3 e| 


en série-enliére par rapport 4 #&— 29, y— %, ---, h, k, ’ 
ordonné par rapport a ces accroissements, on trouvera facilement, 
en appliquant ce qui a été dit au n° 123, 


1 1 F 
(— p Tag EIe ed mm panna) amg tne 


< Am=n,...(2 — Lo)"P (vy — yo)? -7.. «|, 


ce qui justifie exactitude de notre énoncé. 


163. En vertu de cette relation générale quia leu d’elle-méme 
pour le premier ordre, les dérivées de tous ordres de f(x,y, .+-) 
ne different des coefficients des divers termes du développement 
de f(a+h,y+hk, ...) que par des facteurs numériques tres 
simples. On pourrait done aussi bien les définir par ces coeffi- 
cients eux-mémes, comme nous l’avons fait dans le premier ordre. 
Il y aurait ainsi plus d’uniformité; mais la décomposition mentale 
dune dérivation quelconque en un certain nombre de dérivations 
premiéres procure une division avantageuse de certaines diffi- 


cultés. 


164. Si, conformément a ce qui vient d’étre dit, on introduit 
les valeurs initiales des dérivées de f(x, y, ---) dans le dévelop- 
pement de f(ap-+h, yo+h, «+-), dans celui de f(z, y, .».) en 
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série entiére par rapport aux différences (« — Xo), (¥ —Yo)y +++) 
ils prennent les formes 


hin kr 
DIY GAN Ed Fae a amen ec ates She ee 


NSO Ais Al Bie ed 


(a — 2% )™ CU arct 2 nee 


I Qe oe 770 L.2.:.7 


DS Poe (Loy Yom) 


dont la derniére devient 


gm y n 


(11,72, .+.) O SOs iC eee, 
Be, ROR Rice eres 


quand on développe 4 partir des valeurs 0, 0, ... de toutes les 
variables (supposées, bien entendu, ordinaires ). 

Ces séries sont celles de Taylor et de Maclaurin, mais nous y 
attachons un sens bien différent. Habituellement, on définit les 
dérivées comme limites de rapports d’accroissements infiniment 
petits (196, inf.), puis on rattache la possibilité méme du déve- 
loppement d’une fonction par la série de Taylor a l’existence 
d’un ensemble varié d’autres propriétés générales réputées plus 
simples. Abandonnant radicalement cette maniére de voir, qui 
nous parait ne conduire a rien de satisfaisant, nous supposons 
préalablement établie, au contraire, la possibilité de déve- 
lopper f(ix+h, y +k, ...) en une série entiére par rapport 
ah,k, ...,et nous en tirons la définition des dérivées. En les 
réintroduisant ensuite dans le développement, nous ne faisons 
donc qu’exprimer les mémes faits dans un autre langage. 


165. Nos définitions ne donnent un sens au mot dérivées, que 
pour les fonctions olotropes et entre les limites ou elles jouissent 
de cette propriété fondamentale. Les fonctions qui n’en sont pas 
douées n'ont pas de dérivées pour nous. Pour des valeurs singu- 
héres des variables, les valeurs des dérivées sont assignées con- 
ventionnellement comme nous l’avons expliqué au n° 147. Par 


. . . . ° I 
exemple, on dit que la fonction fractionnaire simple — a une 
a 


te es ; caer I : 
dérivée infinie pour # =o, parce que sa dérivée — z2’ prise pour 


des valeurs infiniment petites de x, est infinie. 
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Comme nous venons de le voir implicitement (153) (162), des 
dérivées dune fonction restent toutes olotropes aussi longtemp s 
qwelle; plus tard (213, inf.), nous constaterons que, dans 
chaque ordre, UVune d’elles au moins cesse de Vétre, dés que la 
fonction entre dans une phase singuliére. 


166. Le théoréme du n° 162 rend évidente cette observation 
générale qui se rattache a la théorie des fonctions composées 
(Chap. IX, inf.): Sides fonctions f,, fr, .--, fg sont toutes 
olotropes, et st ay, dz, ..-, ag désignent des constantes quel- 
conques, Vexpression linéaire et homogéne 


O1fit+ Aofo+...+ defg 


est ausst une fonction olotrope; et, pouren former une dérivée 
d’ordres donnés quelconques, il suffit d’y substituer a fy, 
Jo, +++, Fg leurs dérivées des mémes ordres dont il s' agit. 


Différentielles. 


167. La notation habituelle des dérivées a été déduite de consi- 
dérations, maintenant abandonnées a peu prés, mais dont a cause 
de cela il faut que nous disions un mot. 

La fonction f(z, y, .--) étant supposée olotrope, le dévelop- 
pement de f(c2+h,y+hk,...) contient des termes du premier 
degré enh, k, ..., dont ensemble 


es oe 


se nomme la différentielle totale premiére de cette fonction et 
se représente par le signe df. Cette différentielle est donc une 
nouvelle fonction tant de z, vy, .-. que de h, k, ..., mais essen- 
tiellement linéaire et homogeéne par rapport a ces accroissements. 
Comme les dérivées f., f,, --. quiy figurent, elle est olotrope 
par rapport az, vy, ... dans les aires ot f(z, y, -.-) est impli- 
citement supposée l’étre (165) (166). 

On se dispense d’affecter des notations spéciales aux accroisse- 
ments en les représentant généralement par dz, dy a teeneuron a 


ainsi par définition 
Gf= fede fy ay Foe. 
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La différentielle totale seconde de f(a, v,.--), @f, estla diffé- 
rentielle premiére de sa différentielle premiére, prise par rapport 
daw, y, ..- seulement et en attribuant a ces variables les mémes 
accroissements dx, dy, .-. qui ont déja servi a former celle-ci. 


UJ vient donc facilement 
A? f= $129.) dar +aflbte (ay, ...)dvdy +f Ry (L,Y, 0+ )4Y* +... 


Plus généralement, la différentielle totale d’ordre M, a" f, est 
la différentielle premiére de d‘"f, prise par rapport aux 
variables primitives x, y, ... tougours accrues des mémes 


quantités dx, dy, .... Son développement est donné par la 
formule 

lee TaD evel ae re 
ies ye oe POG WE Joe eae ay ee 


PoYr-ee 


la sommation s’étendant a tous les systémes distincts de solutions 
en entiers positifs, de l’équation indéterminée 


P+qd-+...=M. 


On le prouye en raisonnant exactement comme nous I’avons fait 
aux n°* 121, 122, pour le développement de la puissance Mi” 
dun polynéme. 

On remarquera que cette différentielle est, par rapport a dx, : 
dy, ..-, un polynéme entier et homogéne de degré M. 


168. En donnant au développement de f(2-+ da, VA) 
la forme de Taylor (164), en groupant ensuite les termes de degré 
total M par rapport a dx, dy, ..., on apercoit immédiatement, 
d’aprés ce qui précéde, que d"f est précisément le produit de la 
somme des termes de ce groupe par le facteur numérique 
oie hl be 


169. Dans le cas d’une paul variable 2, la formule (1 1) donne 
successivement 


df=f'(x@)dz, @f= f"(«)dz, 1, aM = f(x) dam, 
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ce qui autorise a représenter les diverses dérivées de f(x) par les 
notations 
df @f dM f 


5 seas 


s. eae FY 
dz dx? da©M 


170. On obtient une notation analogue pour les dérivées par- 
tielles de tous ordres d’une fonction de plusieurs variables, par 
la considération des différentielles partzelles, autres expressions 
sans plus d’utilité propre. 

Si l'on prend p fois la différentielle totale de f(x, y, ...) par 
rapport a a considérée un instant comme seule variable de 
cette fonction, puis qg fois la différentielle totale du résultat, par 
rapport a y considérée a son tour comme seule variable, et ainsi 
de suite pour toutes les variables, on obtient une fonction de a, 
¥,++-,dx, dy, ... quon nomme la différentielle partielle de 
Ci Gee OFELES PGi 3 PUL TAPPOTl Ga LV... . TESPec- 
jwement, et que lon peut représenter par di" f(z, vy, «.«). 

Ce que nous venons de voir pour le cas d’une seule variable (169) 
conduit immédiatement a la formule 


SU DNC Reco) SY ORC RNa 
Ded =H wi Eid oot) AEP OYT 5. 02% 


expression qui est évidemment indépendante de VPordre dans 
lequel les différentiations premiéres par rapport ax, y, ... ont 
pu se succéder. 

De la, on tire 


Ci A aN f 


"A AIAG fe ene — i" 
dup dy%... Cie XO 


) = 
By (My Mr DS 


ot M=p+q-+..-, en supprimant les indices et totalisant les 
accents, ce qui ne peut faire naitre aucune ambiguité, puisque la 
décomposition de l’ordre total M est indiquée au dénominateur. 

C’est la notation des dérivées qui est la plus employée, malgré 
son grave inconvénient de ne pas permettre facilement la désigna- 
tion des valeurs que l’on entend attribuer aux variables. Par 
exemple, les dérivées premiéres d’une fonction de deux variables 


se notent par 
df, df 
dx’ dy 
Ms: 9 


? 
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les dérivées secondes par 


df af df 
dx?’ dxdy’ dy 


7) 


plus généralement celles d’ordre total M par 


dM f dM f aM f 
da’ dxM-idy’ ~~~’ dy” 


Dans ces notations, df désigne une différentielle partielle, 
tandis qu’au n° 167 ceci représentait une différentielle totale. 
L’emploi d’un méme signe pour représenter deux choses entié- 
rement différentes peut faire nailre une confusion qu'il faudrait 
éviter. 

On appelle encore différentiation Vopération consistant a 
former les dérivées des fonctions. 

Les géométres ont été conduits a la considération des différen- 
tielles par celle des différences successives des valeurs que prend 
une méme fonction, pour des systémes de valeurs des variables 
formant des termes de rangs égaux dans diverses progressions 
arithmétiques. Mais il serait hors de propos d’insister sur un 
point aussi dénué d’intérét. Nous en dirons un motau n° 198 (in/.). 


Génération des fonctions olotropes par développements successifs. 


171. Les fonctions rationnelles sont définies par des opérations 
déterminées, a exécuter directement sur les valeurs correspon- 
dantes de leurs variables; quelques autres fonctions se trouvent 
dans un cas semblable, sauf une complication plus grande dans les 
opérations génératrices, celles, par exemple, dont les valeurs s’ob- 
tiennent par la sommation de séries convergentes, soit entiéres, 
soit ayant pour termes des fonctions plus simples données direc- 
tement dans des aires plus ou moins étendues. Mais la plupart se 
forment par un mécanisme entiérement différent, dont nous avons 
maintenant a donner une explication générale. 


Quand on sait qu'une fonction donnée f(x, y, ...-) est olo- 
trope dans les aires Sx, Sy, ... avec certains olométres Ox, 


® 
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é ; ; 
Oy, » ++, fa simple connaissance des valeurs 


(1) fo; () : (4) ee os Nene nee Gone Gerge) eae 
da} y Kay} dem dy*...))) > 
que prennent elle et toutes ses dérivées en un seul systéme Xo, 
Yo, --+ devaleurs particuliéres des variables choisies arbitrat- 
rement dans ces aires, suffit pour qu’on puisse calculer par 
une vote indirecte sa valeur et celles de toutes ses dérivées en 
tout autre systéme X, Y, ... de valeurs particuliéres des 
variables tombant, bien entendu, dans les mémes aires. 


On choisira effectivement, toujours dans les aires en question, 
d’autres systémes de valeurs particuliéres des variables tels que, 
dans la suite formée par eux et par les proposés 


(D2) AGRO cco) (A Gap coals (rggen one Goes (Gore Say Boo) hn leep Mpano 


la différence des valeurs consécutives d’une méme variable ait tou- 
jours un module inférieur a4 l’olométre correspondant, ce qu'il est 
évidemment possible de faire, 4 condition de prendre les systémes 
intermédiaires suffisamment nombreux. 

En sommant ensuite les produits des monédmes 


_L2=Lo Y—-So (C= Ho)” (Yayo 
(3) are cereal aoe eee EME Oe! fe ae a ee a ee, 
I 1 TOS AT Be ate) cece £4 


multipliés respectivement par les termes semblablement placés dans 
la suite (1), on forme (164) le développement de f(z, y, ...) a 
partir de 29, Vo, -.-, développement qui converge pour toutes les 
valeurs des variables dont les excés sur ces valeurs initiales sont 
inférieurs aux olométres, en particulier pour = 2%, vy —yi,---- 
Si donc on réalise cette hypothése dans ce développement et dans 
toutes ses dérivées, on retrouvera les valeurs en x;, 1, --- de 
(2, ¥, --+) et de toutes ses dérivées. 

On pourra donc prendre 2, y,, -.+ pour nouvelles valeurs ini- 
tiales, puisque les valeurs de f(a, y, ..-) et de toutes ses dérivées 
y sont maintenant connues, y recommencer ce qu’on a fait en %o, 
Vo, +++ et passer ainsia 2, ¥2,.--; de la on passera 223, V3, -- 
puis a ..., et ainsi de suite évidemment jusqu’a X, Y, .... En 
chacun des systémes (2), sauf le premier ou elles ont été calculées 


\ 
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directement, les valeurs de la fonction et de ses dérivées se dédui- 
ront du développement précédent, et un nouveau développement 
les fournira pour le systéme suivant. 

Nous donnerons le nom de cheminement a cette opération 
échelonnée; effectivement, dans Vaire d’ot i} ne doit pas sortir, le 
point représentant graphiquement chaque variable marche de sa 
position initiale 4 sa position finale en occupant successivement 
plusieurs positions intermédiaires. Par exemple, le point corres- 
pondant a # saute de a a 2, puis de a, a @, ..., puis finale- 
ment de zg 4 X. En outre, nous appellerons les diverses lignes 
brisées [%o%, Xo... My Lovie Yau les) chemunsepar 
courus par les variables x, vy, ... dams le cours de cette opé- 
ration. 

Il est clair que ce cheminement peut étre effectué d’une infinité 
de maniéres, puisque les seules conditions imposées au tracé des 
chemins se réduisent, pour leur ensemble a offrir des sommets en 
un méme nombre d’ailleurs arbitraire, pour chacun d’eux a étre 
tracé entre deux points donnés sans soruir d’une aire donnée et 
avec des cétés de longueurs inférieures 4 une quantilé donnée. 

Mais, quels que sotent les chemins suivis, le résultat final ne 
pourra manquer détre toujours le méme, puisqu’on retrou- 
cera forcément les valeurs en X, Y, ... de la méme fonc- 
tion f(x,y, ..+) et de toutes ses dérivées: 

Pour la fonction 2? par exemple (151) (152), on pourra che- 
miner de x) 4 X dans une aire queleonque ne contenant pas l’ori- 
gine, et cela d’une maniére arbitraire, pourvu que la longueur de 
chaque pas, c’est-a-dire de chaque cété du chemin, soit inférieure 
4 la plus courte distance des points de Vaire a l’origine. Les quan- 
uités (1) servant de base au calcul seront simplement ici 


(OEP Rag Ca my ms Ne meme tees —P)(— pl). (pm ae ewe 


et, au bout de tous les chemins imaginables, on trouvera toujours 
pour cette fonction et pour ses dérivées les mémes valeurs 


XP, — pX-P-ty ss (PSP = pe eT ee 
172. Ces divers points bien entendus, rien n’empéche évidem- 


ment de cheminer ainsi 4 volonté dans les aires O77 O75 a 
iv : or @ ») a 


» 
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parur de 2, yo, ..., en édifiant les calculs, non plus sur des 
quantités que Von saurait étre, comme celles de la suite (4), les 
valeurs en 2, Yo, --- dune certaine fonction de z, Re ate OLO= 
trope dans ces aires et de ses dérivées, mais cette fois, sur toute 
autre suite de constantes 


COLO sade gad, O5-5<) ACE Dee ke . xe 
CONE is raties ECl Or teal. ra? Ag ean see). 


=> eee 


que l’on prendrait pour coefficients des mondémes (3) dans un déve- 
loppement ayant extérieurement la forme de celui de Taylor (164), 
quand bien méme on ne saurait pas qu elles fussent les valeurs 
CN Xo, Vo, --- de quelque fonction olotrope et de ses dérivées. 
Mais alors aussi on ignore naturellement si, arrivé de cette maniére 
en 2, ¥, ---, on tombe bien sur la valeur correspondante d’une 
fonction qui serait olotrope dans les aires considérées. Pour qu’il 
en soit ainsi, deux conditions sont nécessaires. 

Il faut d’abord que tous les développements successifs admettent 
des rayons de convergence conseryant, pendant tout le chemine- 
ment, des valeurs assez grandes pour qu’il soit possible d’atteindre 
un systéme quelconque de valeurs des variables situées dans ces 
aires, par des pas en nombre limité; il faut, par suite, que ces 
rayons restent au moins égaux respectivement a certaines quan- 
tités positives invariables 6z,6,,..., quels que soient les chemins 
antérieurement parcourus dans ces aires. Quand cette condition 
sera remplie, nous appellerons la somme variable du développe- 
ment considéré dont les coefficients sont variables aussi, une 
pseudo-fonction de x, y, ..., oloide dans les aires Sz, Sy, -- 
avec Or, Oy, -.- pour olométres. A la valeur acquise par cette 
pseudo-fonction en z, vy, ..., au bout des chemins donnés, nous 
annexerons par la pensée les valeurs correspondantes de toutes 
les dérivées du développement particulier qui l’aura fournie, et 
nous nommerons toutes ces quantités les articles, leur ensemble 
le schéma de la pseudo-fonction, au bout des chemins consi- 
dérés. Par exemple, ensemble illimité des constantes (5) con- 
stitue son schéma en 2, 9, ---, schéma que nous dirons fon- 
damental, \ui et aussi ces premieres valeurs particuliéres des 
variables. 

Tl faut enfin qu’en X, Y, ..., les articles du schéma atteignent 
toujours les mémes valeurs respectivement, de quelque manicre 
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que ces quantités aient été choisies dans les aires données, de 
quelque maniére aussi qu’on ait tracé dans celles-ci les chemins 
4 parcourir pour y arriver en partant des valeurs fondamentales 29, 
Vo, -++» Quand cette deuxiéme condition sera remplie, ce qui est 
loin d’étre fréquent, nous dirons que la pseudo-fonction est mono- 
drome dans les aires considérées. 

Ces deux conditions sont évidemment suffisantes; car, si elles 
sont satisfaites, les propriétés de la pseudo-fonction, sinon son 
origine, ne différent en rien de celles que nous avons prises pour 
base de la définition d’une fonction de z, y, ... olotrope dans les 
aires Sz, S;,/... avec Oz, Oy, ... pour olométres (139). 

La réalisation de la premiére, qui est la plus essentielle, est 
subordonnée avant tout aux valeurs des articles fondamentaux (5), 
car celles-ci pourraient faire diverger méme le premier développe- 
ment (119); elle l’est ensuite a l’étendue et a la configuration des 
aires Sx, S,, ... relativement a ces valeurs. Quand la premiére 
condition est remplie, la seconde ne dépend plus que de ces der- 
niéres circonstances; il est clair, en effet, que si ces aires se rédui- 
saient a des cercles de centres Zp, Vo, ... et de rayons inférieurs 
a Ox, Oy, ---, le premier développement définirait dans leur inté- 
rieur, et par lui seul (141), une fonction olotrope de z, v, .... Le 
théoréme suivant, qu’on applique a tout instant dans la théorie 
des fonctions, fait connaitre un cas trés général et des plus remar- 
quables, dans lequel la réalisation de la premiére condition entraine 
celle de la seconde, et fait de la pseudo-fonction oloide, une véri- 


table fonction olotrope dans les mémes aires et avec les mémes 
olométres. 


173. Sc les aires Sz, Sy, ... ont des formes telles, qu’on 
ne puisse y tracer deux groupes de chemins conduisant des 
valeurs fondamentales x2, Yo, .-. @ un méme autre systeme 
quelconque de valeurs des variables X,Y, ..., sans qwil soit 
possible d’amener les chemins de l'un de ces groupes & coin- 
cider géométriquement avec ceux de Vautre, par des défor- 
mations progressives exécutées uniquement a Vintérieur de 
ces aires, la pseudo-fonction définie par le schéma fonda- 


Ing f ° 
mental (5) y est nécessairement monodrome quand elle y esl 
oloide. 
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Les aires n’auraient pas la forme prescrite par l’énoncé, si l'une 
delles était perforée (89), si Sz par exemple était une couronne 
limitée par deux circonférences concentriques ; car on pourrait 
y marcher de x» a X par deux chemins, sur l’un desquels on lais- 
serait 4 sa gauche le plus petit des deux cercles, tandis que sur 
Yautre on laurait a sa droite. Et alors on ne pourrait pas amener 
Pun de ces chemins a coincider avec l’autre, sans en faire pénétrer 
quelques points a l’intérieur du petit cercle, c’est-a-dire sans le 
faire sortir partiellement de la couronne S,. Pour qu’elles aient 
la forme voulue, il faut évidemment et il suffit que toutes soient 
imperforées, c’est-a-dire qu’aucune d’elles n’offre de solutions de 
continuité intérieures analogues a celles que l’on pourrait pratiquer 
dans une feuille de papier de forme quelconque en y frappant des 
coups d’emporte-piéce qui n’entameraient pas son bord et n’em- 
piéteraient pas les uns sur les autres. On exprime quelquefois 
cette configuration topographique en disant que chaque aire est 
limitée par un contour simple, comme serait un trait tracé par un 
crayon dont la pointe ne quitterait pas le papier. 

D’aprés cela, notre théoréme peut s’énoncer de cette maniére 
un peu plus breve : Toute pseudo-fonction qui est oloide dans 
des aires imperforées y est ausst monodrome et s’y confond, 
par suite (172), avec une véritable fonction olotrope aux 
mémes olométres. 

Comme la démonstration est la méme dans tous les cas, nous 
nous bornerons a celui d’une seule variable x, ce qui simplifiera 
beaucoup l’écriture. 

Nous appellerons S laire imperforée d’ot x ne doit pas sorur, 
zy la valeur fondamentale de cette variable, W la pseudo-fonction 
définie par le schéma fondamental donné 


2) 3) 
(6) Ce Ome ks Ree eyes 


et supposée oloide dans l’aire S avec 6 pour olométre. 

Nous désignerons par W[ xo] ce schéma fondamental et par 
Wl aoa... xix | le schéma de W en x, apres le parcours du chemin 
quelconque [2 2,... x;x| dont, bien entendu, les longueurs des 
cétés 

mod(a#,— 2%), mod(#,—%), «++; mod(a— 2;) 


sont toutes inférieures a 6. 
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Pour exprimer l’égalité respective des articles composant deux 
schémas donnés, ceux par exemple que la pseudo-fonction atteint 
en une méme valeur de a, mais aprés le parcours de deux che- 
mins différents, nous séparerons par le signe =, les notations des 
deux schémas écrites lune a la suite de l’autre. 


Ltt 0nd 
mod(#41— 27) + mod (@j42— Vi41) < 4, 


cas auquel ces deux modules et celui de la différence 


Lise — Li = (Li41— Li) + (Vive — Via1) 


sont tous trois aussi <6, et ott, par conséquent, il est possible 
de parcourtr les chemins 


[Lot .. Livi | et ZANE So neanag ee aml 
On AUIA 


(7) W004... Bi 249 | = V [Lory .- pF 4 Tr | 


Soit b;(2 — x;) la série entiére en x — x; construite au moyen 
du schéma W[ x )a,...x;], série qui, par elle-méme et par ses 
dérivées, fournit le schéma atteint par notre pseudo-fonction au 


bout du chemin [2 2,...2;2], si. l’on a mod(#— x;)<6, a 
plus forte raison sil’on a 


mod(xj44— v7) + mod(x# — a4.) <4, 


ce que nous supposerons ci-aprés. 

Pour 2 = 242, valeur satisfaisant par hypothése a la derniére 
inégalité, ce développement donne ainsi le schéma écrit dans le 
premier membre de l’égalité (7). Mais, a cause de la méme inéga- 
hté, on peut (120) transformer 


Vile —aj)= Vil 2i41— Lp + © — Hi44) 


en une autre série entiére aussi par rapport aux deux diffé- 
rences Li44— Xj, H — X44, et, par suite, trouver encore une fois 
le méme schéma en ordonnant cette série par rapport a2 — x44, 
puis posant 2 = xj,. dans la série entiére en x — Hix, ainsi 
oblenue, %;,,(2 — xj,,), et dans toutes ses dérivées. 
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Or, dans le développement 4;,4(z — Xi,,), Vensemble des mu!- 
tiplicateurs de 


1 1.252. Mt 


est vistblement 


Vice — ep), Viegas), ey UY (Oe — py Das 


c’est-a-dire le schéma W[z)x,...2;xi4,]. [len résulte que 
biss (@— a;,,) est précisément le développement de notre pseudo- 
fonction construit 4 partir de x;4, au moyen de ce dernier 
schéma, et qu’en y faisant x = Xj45 ce développement fournira, 
par lui-méme et par ses dérivées, le schéma figurant dans le se- 
cond membre de l’égalité (7). 

Ainsi done la série 4;(2 — x;) et toutes ses dérivées par rapport 
a x d’une part, la série ¥;,,(z — x;4,) et toutes ses dérivées dont 
nous savons les sommes respectivement égales a celles des pre- 
miéres d’autre part, fournissent en x = 2,2, savoir, les pre- 
miéres le schéma figurant dans le premier membre de léga- 
lité (7), les derniéres celui figurant dans son second membre. Ces 
deux schémas sont donc bien identiques. 


I. Plus généraiement, si les valeurs particuliéres dex : Li41, 
Liza, +++, Lizj, en nombre quelconque 7, donnent 


(8) mod (aj41— 2%) + mod( 242 — wi44)+...+ mod (@4 7 — Li4j—1) < 5, 


cas auquel chacun de ces modules, celut aussi de la différence 


Li j — 0 = (Vis — Li) + (Lie — ini) +--+ (Livy — Vis 7-1); 
sont tous <6 et ott les chemins 
[aay ...%7%74;), [20%1-... %i%j4i--- Li+j-1 i+; | 
sont tous deux praticables, on a encore 
Wl eo... V1 Li4; |S V(X)... LiLis1.-- Lis j—1 Civ] |- 


En supposant g< J, le point en question supposé établi 
jusqu’a 2 = Ling s’étend sans peine 8% = Lizgyt- Effectivement, 
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de ’hypothése admise 
Wau... 2: Li+q)= Wl aoa... LiVi41--- Lirg-1 Vir], 


on conclut immédiatement, par le développement de la pseudo- 
fonction fait en x;49 avec l’unet l’autre de ces schémas identiques, 


Waa... Li Li+g Ci+gq+1\ = W[ 20%... LiLiv1--.  Litg—1Vi+gVit+g+i)- 


Or ona an 
mod (aj+4q — @i) + mod (@i+9+1 — Litg)< 


a cause de Vinégalité (8) et de 


Li+g — 0i = (Ci41— 2) f ( @i+e Dis) taser} (Li+g— Li+g-1); 
ona donc, d’aprés ce qui a été démontré ci-dessus (1), 
W[ rom... Lj XLi+g+i J= W[xroxr ++ Xi Vj+qg Li+g+1 bs 


égalité dont la combinaison avec la précédente conduit a l’exten- 
sion annoncée. 


Le point dont nous nous occupons ayant été démontré pour 
X = Li, Vest donc aussi pour 


B= Lj+3, Lith, +++5 Vi+j-1, Vi+;- 


Il. La subdivision d’un cété duchemin| xyx,... x;|en frag- 
ments aussi petits et ausst nombreux qu’on le veut, ne modifie 
pas le schéma final atteint en x; par la pseudo-fonction. 


Soient, par exemple, a’, 2”, ... x” des points de subdivision 
marqués arbitrairement sur le premier cété en y marchant de x,y 
a x,. Comme le module d’une différence est égal a la distance 
mutuelle des points qui représentent graphiquement ses deux 


termes (85), on a évidemment 
mod (a’— a) -+ mod(#"— 2')+...+ mod (a,— 2) = mod (x — x%)< 9; 


on a done aussi (IL) 
Woes =e toe a" oo. ze a, ], 
dot 
W(x a1 a2... 2;)= Via v' x"... CALPE See oral b 


a 
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Kt de méme pour tout autre cété. 

On voit ainsi que, sans changer le schéma final de la pseudo- 
fonction, on peut substituer au chemin qui y a conduit un 
autre chemin se confondant optiquement avec lui, mais ayant 
des cétés dont le nombre et la petitesse sont arbitraires. 


IV. En considérant les deux schémas atteints par la pseudo- 
fonction au bout de chemins quelconques, mais conduisant en 2! 
et #2”, valeurs de x dont la différence a un module <6, nous 
dirons que le second est conéigu au premier, s'il est possible de 


Vatteindre aussi par un développement construit avec celui-ci 4 
partir de 2’. 


Par exemple, dans la suite des schémas 
Wileally Wigan Wheel seo NUlleaeeim cones 


atteints successivement par la pseudo-fonction aux sommets du 
chemin [2% )x,...2;|, chacun de ceux qui suivent le premier est 
contigu au précédent. 

Quand x" = x', le second schéma ne peut étre contigu au 
premier sans lui étre identique. Pour obtenir le second schéma, 
il suffit effectivement de poser «= 2’ dans une certaine série 
entiére en 2— 2’ et dans toutes ses dérivées; on ne peut donc 
manquer de retrouver ainsi les coefficients de 


(2 —a')m 
Ut ae AS ee ae eae Se 


I [e2in< 6 
dans ce méme développement, c’est-a-dire les articles du premier 
schéma. < 
(0) é A a 
Quand mod(a" — x') est < -1 le second schéma ne peut etre 
2 


contigu au premier sans que celui-ci ne le soit réciproquement 
a Vautre. 
Soit [vx,...2;2'| le chemin dont a’ est Vextrémité ; comme 
on suppose 
mod(a"— w#')+ mod(a2’— 2") = 2 mod(2"— 2’) < 5, 


ona (I) 


Waa... 2i2'|(= WV [am...aju'a']) = WV [%%1..- aj 20! a0" ar"). 
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Le premier schéma W| x 7,...a;x'] peut donc aussi éLre alteint 
en passant de x’ a wz’ au moyen d’un développement construit en 2” 
sur W[ xv) x,.-.2;2'x"] qui.est précisément le second schéma, a 
cause de sa contiguité évidente avec le premier. 5 


?. / ” ” " ” 
V. Sorent [x2 2,++> Lee lect ee eee Lie ay SC, 
chemins quelconques mais dont les derniers cétés sont infe- 
~N 
: + 10 ° . . 
rieurs a@—, eux et les distances mutuelles, tant de leurs pre- 
2 2 


Cas YRin' VL “ r¢ 5 2 
mieres que de leurs derniéres extrémités, en sorte que Von a 
les inégalités 


Nn Ns 
/ 0 io) 
mod (244 — 2) < = mod(ajn44— Vin) < = 


9) 3 3 
mod (xj— 2) < ay mod (2 jn. — Vira) < a 


Si les schémas 
(10) Wa 2). 25), VU eoa ye. Seal 


UA 


atteints par la pseudo-fonction en x,,, x;, sur les deux chemins 
en question respectivement, sont contigus Vun a lVautre, ceux 


(11) W [xo e... Wi Lig), Vl Lox... + in Ling 


quelle atteint ensuite aprés de nouveaux pas faits sur chacun 
des mémes chemins sont aussi contigus. 


Comme les schémas (10) sont supposés contigus, ona 
WON aCe 0 0 Gihy SSA Gee. cen eas 
dou Von conclut en faisant le nouveau pas [xj,2%,, || 
W[ roe)... einen] = Vl xor... ey ering]. 


Mais, comme les inégalités (9g) donnent en particulier 


mod (xjn— ay) + mod (Hn, — hn) <8, 


on a (1) 


7 ’ aed ee , ron 
MS [roxy Peat L jy Lin Ling 1 | . W [xox oe Li Ling y |y 
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relation dont la combinaison avec la précédente donne 


au 


A re Se ee = Wa. Oy Th, ]- 
Les inégalités (9) donnant encore 
mod (#44 — 2) + mod (any, — 241) < 4, 
une seconde application de l’alinéa (L) conduira a 
Wey. 3< Cp Pye Hee Oe ny P|; 
dou, en combinant encore cette relation avec la précédente, 
Mee ene Cee el) oS ae a ean | 


Ainsi donc le second des schémas (11) s’obtient en allongeant 
/ A 


du seul pas [ xj, },,,| le chemin [xox),...x;,,,] qui conduit au 
premier; par suite, ces deux schémas sont bien contigus. 


VI. Sc les chemins de méme extrémité quelconque X 


[2yGPnde bocce aye aes, oc ota] 
> 


¥ A TK 4 ie f » 9) 
sont composés de cétés en nombres égauz et tous inférieurs a-; 
2 


st, de plus, la distance mutuelle de deux sommets de méme 


N 
‘ j oO oon er . © , 
indice est toujours ausst inférteure a =» les deux schémas 
auxquels tls condutsent la pseudo-fonction en X sont iden- 
Liques. 


Comme le schéma fondamental W[ zo] peut se dédoubler par 
la pensée en deux schémas contigus, on prouvera successivement, 
par Papplicauon répétée de Valinéa précédent (V), la contuguiteé 
des schémas de mémes rangs dans les deux suites 


Whoa), War, ei), Vl eorix, 23), ---, Vl eor,-..2;X], 


Wlayri], Wleoxi rg), V[ vor re ars], .-.s Wi [Faro eee 


Les deux derniers sont donc identiques comme il fallait le 
prouver, puisqu’ils sont contigus et que les extrémités des che- 
mins qui ont conduit a lun et a autre coincident (IV). 


VIL. Deux chemins quelconques tracés dans Vaire 5S de xo 
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a la méme extrémitéX, arbitraire ausst, conduisent la pseudo- 
fonction au méme schéma final. 


Comme on peut subdiviser a volonté les cétés de chacun de ces 
deux chemins sans changer le schéma final auquel il conduit (II), 
comme d’autre part ’imperforation de laire 5 permet de déformer 
progressivement l’un jusqu’a le superposer a l’autre en ne lui fai- 
sant balayer qu’un espace faisant partie de cette aire, espace ou, 
par suite, tous les chemins sont praticables, il est évidemment 
possible de tracer dans cet espace, de x) a X, des chemins en 
nombre limité N 


(12) [Check Gb.lon essere Lana: 


satisfaisant aux conditions suivantes : 


IN 


y ° ee & 1 
1° Leurs cétés sont inférieurs a 3 clen méme nombre pour tous ; 


2° Sur deux chemins consécutifs, deux sommets de rangs 
égaux a parur de x» sont séparés par une distance inférieure 


iN 


& 


aussi a —- 


& 


3° Les chemins extrémes [ Ch.]', | Ch.]® coincident optiquement 
avec les chemins donnés. 

Cela posé, et en vertu de l’alinéa précédent (VI), deux quel- 
conques de ces chemins auxiliaires contigus dans la suite (12) 
conduisent en X au méme schéma final. 

Les chemins extrémes de cette suite et, par conséquent aussi, 
les proposés qui leur sont équivalents, jouissent donc de la méme 
propriété, ce que nous voulions établir. 


174. Comme on peut toujours décomposer une aire méme 
perforée, en parties individuellement imperforées, le théoréme 
précédent montre que la réduction des aires ot une pseudo- 
fonction est oloide, a des parties moindres, peut toujours 
donner de nouvelles aires ot cette pseudo-fonction est une véri- 
table fonction olotrope. 

Il ne faudrait pas croire quw’une pseudo-fonction oloide dans une 
aire perforée ne peut y étre monodrome. II est clair, par exemple, 
que le cheminement opéré avec le schéma fondamental (4), dans 
une aire quelconque ne contenant pas Porigine, régénére la fonc- 


» 
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tion #~P que nous savons y ¢tre olotrope (151), a plus forte raison 
monodrome quand on la considére comme une pseudo-fonction. 
Cependant rien n’empéche Vaire en question d’avoir la forme 
dune couronne ayant son centre A Vorigine, et dans le vide de 
laquelle il est impossible de cheminer dans tous les sens en con- 
servant aux pas une méme longueur, si petite qu’elle soit. 


175. Comme nous l’avons dit en commencant ce paragraphe, 
le cheminement est le mode de génération de trés nombreuses 
fonctions, surtout de celles qu’il faut considérer comme nou- 
velles, c’est-a-dire qui ne sont pas exprimables par les procédés 
courants, au moyen de fonctions antérieurement connues. On peut 
dire en gros qu’il consiste en un raccordement indéfini de séries 
de Taylor, construttes a partir de systémes successifs de valeurs 
initiales des variables. Dans les questions courantes, il ne ren- 
contre d’autres obstacles que des valeurs singuliéres (144), soit 
isolées quand il y a une seule variable, c’est-a-dire existant en 
nombre limité dans tout espace limité, soit formant des syst¢mes 
en suites continues, mais analogues a de simples quantités isolées, 
quand ily a plusieurs variables; sous laseule condition de tourner 
ces obstacles, on peut donc en général |’exécuter dans des aires 
quelconques, et a fort peu prés dans tous les sens; mais il faut 
noter aussi qu'il en est quelquefois autrement ("). 


(*) Vemprunte a M. Lerch, d’aprés MM. Tannery et Molk (£léments de la 
théorie des fonctions elliptiques, t. I, p. 76), Vexemple le plus simple des excep- 
tions auxquelles je fais allusion. 

La série entiére 


@ (a) = t+ Pep oer... 
admet évidemment 1 pour rayon de convergence; par suite (120), QR (2,+ h) est 
certainement développable en série entiére par rapport a / pour toute valeur de 7; 
intérieure au cercle [1] décrit de l’origine comme centre avec 1 comme rayon, et 
pour toute valeur de ” ayant un module <1— mod @;; mais certainement aussi, 
ce développement n’est pas possible, quand mod a une valeur H >1— modz,. Car 
s'il ’était, le cercle décrit de 2, comme centre avec un rayon <H mais >1—modz; 
découperait sur la circonférence [1] un arc[y] de corde y non = 0, et sur lequel 
® (a) serait évidemment olotrope; or ceci n’a pas lieu. On verra effectivement dans 
la deuxiéme Partie de cet Ouvrage (Chap. III) que le nombre x a, quel que soit 
Ventier n, n racines ni®™s situées toutes sur la circonférence [1] et s’y rangeant 
dans un ordre circulaire tel, que les différences de deux consécutives aient toutes 


ar I R 
pour module commun celui d’une quantité de la forme ® () —r1, ol ®(p) est 
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Le lecteur saisira mieux les principes de cette opération et sa 
portée considérable, quand elle nous fournira pour la premiére 
fois une nouvelle fonction (Chap. II de notre deuxiéme Partie); 
il comprendra mieux aussi les observations suivantes que nous 
devons ajouter a nos explications générales. 


I. La connaissance purement numérique des divers articles du 
schéma fondamental ne permettrait guére d’évaluer bien facile- 
ment que les rayons de convergence du premier développement. 
Mais habituellement, ce schéma est donné, soit isolé, soit associé 
& ceux d'autres pseudo-fonctions, par les valeurs des premiers 
articles, accompagnées de relations générales entre eux et tous 
les autres articles, relations dérivant le plus souvent d’équations 
différentielles soit & une, soit a plusieurs fonctions inconnues 
(Chap. X, XI, XII, in/.). Ces relations s’étendent aux schémas 
subséquents, et c’est d’elles que l'on déduit sans trop de difficultés, 
pour toutes les étendues des aires S,, Sy, ..., des limites infé- 
rieures des rayons de convergence des développements construits 
a parur de valeurs initiales quelconques des variables. 


Il. Souvent la définition de la pseudo-fonction comporte une 
ambiguité donnant simultanément naissance a plusieurs schémas 
fondamentaux (Chap. XI, mf.). On est alors conduit, selon les 
circonstances et l’étendue des aires, a plusieurs pseudo-fonctions 
tantét monodromes, tant6t non monodromes; dans ce dernier cas 


une certaine fonction olotrope de p. tendant vers t quand p tend vers o. Si donc 


I 
on prend n assez grand pour donner mod |e (5) _ ‘| < yY, une au moins v de ces 
n 


racines tombe sur l’arc [y], et &(a) est infinie quand x tend vers v en suivant 
le rayon du cercle [t] qui conduit a ce point; car, en posant 2 = vk, le reste de 


nN 


cette série arrétée a son terme de rang m —i se réduit a 
G1.8....7 ae &1.2...m(n-+1) +..., 


quantité qui est infinie quand € tend vers 1 en conservant des valeurs positives 
ar (23) 

Ou que soit xv; a Vintérieur du cercle [1], le développement de L (a+ h) offrant 
ainsi pour rayon de convergence maximum la distance 1— mod x,du point z, a 

. , . . . . . > y 

la circonférence de ce cercle, il est impossible de faire jamais un pas qui conduise 
hors de lui. 

Pour la série entiére citée au n° 119, on ne peut méme faire un seul pas, si petit 
quwil soit, a partir de la valeur initiale x =o. 
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elles peuvent rester distinctes les unes des autres, ou bien, en un 
méme systéme de valeurs finales des variables, certaines données 
peuvent amener les unes a des schémas identiques a ceux que 
(autres atteignent par des chemins différents. 


UI. Comme les chemins, pourvu qu’ils conservent les mémes 
extrémités, peuvent étre déformés arbitrairement dans les aires 
ot il est permis de les tracer, et comme rien ne limite la petitesse 
de leurs cétés (173, HI), on se contente de les représenter graphi- 
quement par des lignes courbes ot les extrémités de leurs cdtés 
ne sont plus distinctes. Mais il ne faut pas oublier que c’est 1a une 
simple fiction; lopération a laquelle nous donnons le nom de 
cheminement est essentiellement discontinue et ne comporte en 
réalité que des développements successifs en nombre limité. 


IV. Pour rendre nos explications plus claires, nous avons cru 
deyoir employer quelques mots nouveaux; mais, quand aucune 
confusion ne sera plus acraindre, nous pourrons les abandonner et 
laisser, comme on l’a fait jusqu’a présent, a nos pseudo-fonctions 
le nom de fonctions, bien qu’au propre il soit inexact, employer 
encore au lieu du mot oloide, ct toujours sous la méme réserve, 
le mot olotrope, en lui adjoignant l’adverbe localement, quand il 
s'agira d’une fonction de cette espéce que nous ne saurons pas 
encore étre monodrome, et qu’il importera de ne pas lidentifier 
prématurément avec une véritable fonction olotrope. 

Enfin nous comprendrons sous le nom de valeur initiale ou 
finale Wune pareille fonction toutes les quantités dont nous 
avions appelé ensemble son schéma fondamental ou final. 


176. Quand les articles du schéma fondamental dune 
pseudo-fonction oloide sont tous nuls, elle est nulle tdentique- 
ment aussi loin que le cheminement puisse conduire. 


Effectivement, la nullité supposée entraine la nullité identique 
du premier développement dans les limites de sa convergence, puls 
la nullité numérique de tous les articles du deuxiéme schéma (160), 
et ainsi de suite indéfiniment. 


177. On en conclut ces deux observations essentielles que 
M.— IT. 10 
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nous formulerons dans le langage abréyiatif expliqué ci-dessus : 


I. Pour qwune fonction localement olotrope soit nulle iden- 
tiquement pendant toute la durée des cheminements pratt- 
cables, il est nécessaire et suffisant que son premier dévelop- 
pement Jouisse de cette propriété (134), (176). 


Il. Pour que deux fonctions de cette espéce soient égales 
identiquement dans les mémes circonstances, tl faut et il suffit 
que leurs premiers dévyeloppements le sotent entre eux. 


178. Ajoutons, en terminant, que certains développements 
autres que la formule fondamentale de Taylor permettent d’é- 
tendre lopération du cheminement @ des valeurs des variables 
méme singuliéres pour la fonction considérée. Nous ferons con- 
naitre les plus utiles dans le Chapitre IV de notre deuxiéme Partie. 


-——> 068 


CHAPITRE VII. 


PROPRIETES FONDAMENTALES DES FONCTIONS QUI SONT OLOTROPES 
DANS DES AIRES DONNEES. 


Propositions générales diverses. 


179. La seule différence existant entre une fonction olotrope 
dans des aires données et lasomme d’une série entiére en z — xp, 
y—NYo, +++ dont la convergence serait assurée pour toutes les 
valeurs de x, y, ... tombant dans ces aires, consiste en ce que 
cette derniére fonction est représentable par un seud et méme 
développement, tandis que la premiére ne l’est que par plusieurs 
employés tour a tour et se raccordant les uns aux autres (Cf. 171 
et suiv.). Ll faut done s’attendre, d’une part, a retrouver dans les 
fonctions olotropes beaucoup de propriétés appartenant aux séries 
entiéres (Chap. V), d’autre part, a en voir les démonstrations 
comporter souvent l’emploi de la méthode a laquelle nous avons 
donné le nom de cheminement (171). Le contenu du présent 
paragraphe justifiera ces observations générales. 


180. Si la fonction f(x, y, ...) est olotrope dans des aires 
limitées Sz, Sy, ... (89), on peut assigner a son module une 
limite supérieure indépendante de x, y, ..., pour toutes 
valeurs de ces variables tombant dans les aires dont tl s agit. 


On peut évidemment subdiviser chacune de ces aires en un 
nombre limité de fragments de dimensions inférieures a l’olo- 
métre correspondant (oc. cit.). Cela posé, soient sy, sy, ... une 
combinaison quelconque de ces aires partielles et a, 7, -.- un 
systéme de valeurs initiales prises arbitrairement a leur intérieur. 
Par définition, f(z, v, .-.) est représentable par une série entiére 
en X— Xo, ¥ — Yo, +++, ayant les olométres donnés pour rayons 
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de convergence. Il en résulte que les valeurs de x, y, ... tom- 
bant dans sy sy, ... donneront aux modules de ces différences 
‘des valeurs toujours inférieures 4 certaines quantités plus petites 
elles-mémes que ces rayons; il en résulte par suite (4117) qu’on 
pourra assigner au module de la somme de cette série, c’est-a-dire 
de f(x, v, .--), une limite supérieure indépendante de x, y, ---, 
pour toutes les valeurs des variables dont il s’agit. 

Ainsi, pour chaque combinaison des aires partielles ci-dessus 
définies, la limite supérieure mentionnée dans notre énoncé existe ; 
ces aires partielles étant en nombres limités, leurs combinaisons 
le sont aussi, les limites supérieures relatives a chacune également. 
Il existe donc une de ces limites qui surpasse toutes les autres et 
au-dessous de laquelle se maintiendra bien le module de notre 
fonction, pour toutes les valeurs de z, y, ... situées dans les 
aires totales considérées Sz, Sy, ..-. 


181. Comme f(x, y, ...) est encore olotrope dans les aires Sy, 
S,, -.- renforcées par l’addition de zones d’épaisseurs inférieures 
a ses olométres (142), on peut aussi, en vertu du théoréme pré- 
cédent, assigner une limite supérieure a son module, dans toute 
Uétendue des aires ainsi accrues. 


182. Si f(x, vy, ...)-est olotrope en x5; Vo, -.. avec les olo- 
metres Sx, Oy, ..-,et si l’on représente parr,, ry, ... des quan- 
lités positives inférieures a ceux-ci, par M une limite supérieure 
de mod f(x, v,...) sur les circonférences décrites avec ces der- 
niers rayons, des points Xo, Yo, «+» comme centres (181), on a, 
pour toutes valeurs des indices m, n, ... 


Sil SR Sage pL eT 
(1) mod f%?)-) (x9, Yo, ee) <M rin re 
¥ 


Le développement, par la formule de Taylor, de 
S(to+h, york, vee) 


: o gas PAS in] > 
est effectivement une série entiére en h, k, ..., ayant dp, Oy, 
pour rayons de convergence, et contenant le terme 


fimr) (2X9, oat a) 
A Srcpow (Om Gee ies Gulia Us: 


hmkn... (164). 
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On peut donc (130) trouver pour h, k, ... des valeurs La Sine 
de modules 7x05) Ty —< Oy, >. , donnant 


mod f(a +H, yo-+K, ...)2mod f0"--) (ay, 7) ...) — ee Ore 


inégalité dont la combinaison avec 
M> modf(a2) +H, 7+K, ...) 


conduit immédiatementala relation (1) que nous nous proposions 
d’établir. 


183. En supposant que f(z, y, ...) est olotrope dans les aires 
limitées Sz, S;, ... avec les olométres oz, 6,, ..., que M repré- 
sente une limite supérieure de mod f(#, v, ...) pour toutes 
valeurs de x, vy, ... tombant dans ces aires accrues de zones 
additionnelles d’épaisseurs comprises entre rz, ry, .-~. el ces olo- 
métres (181), Vinégalité (1) entraine immédiatement cette autre 


(2) mod f%%--)( a, Jf 9 ait: ie M ; AL rit 3 ee? 
i : 


s étendant maintenant a tout Vintérieur des aires considérées. 

Cette formule constitue une relation des plus remarquables 
entre : 1° la grandeur du module d’une dérivée d’ordre queleonque 
dune fonction olotrope, 2° celle du module maximum de cette 
fonction elle-méme dans les aires ot l’on sait qu’elle jouit de cette 
propriété, 3° celles de ses olométres et des indices de différentia- 
tion. Elle-méme, ou bien celles d’ot elle dérive (130, 131, 132, 
180, 182) nous seront d’une utilité majeure dans plusieurs théo- 


ries de la plus haute importance (201, 247, 273, 274, 275, 301, 
362, inf.). 


184. Une fonction olotrope f(x, yy «++) est continue (125) 
dans toute l’étendue des aires ott elle ouit de cette propriété. 


Soient x’, y’, ... des valeurs particuliéres des variables prises a 
volonté dans ces aires, et faisons tendre x vers 2’, y vers y’, 
Comme, en posant 


2=2 +h, yay +k, A Bhp 
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h, k, ... sont des quantités infiniment peutes, i] arrive un mo- 
ment aprés lequel les modules de h, k, ... restent moindres que 
les olométres, et ot f(a/-+h, y' +h, ...) est développable en 
une série entiére en h, k, .... Dans cette série, f(x’, y’, .--) est 
précisément le terme indépendant de ces accroissements. On a 
donc bien (124) 


lim f(z, y, -.-) = lim fia" h, y' By a Ps I pene) 


Au n° 200 bis (inf.) on trouvera une extension de cette propo- 
sition qui est quelquefois utile. 


185. Si la fonction f(a, v, ...) est olotrope dans des aires 
lumitées Sx, Sy, ..., et si, quelque petite que soit la quantité 
positive w, on peut trouver dans ces aires des valeurs de x, 


Yiu. a rendant 
(OC M(4, PA, 6%.) KW, 


on pourra aussi en trouver au moins un systéeme qui satisfera 
a Véquation 


WO, 9 001) = 0. 


Considérons une suite illimitée de quantités positives décrois- 
sant sans cesse et indéfiniment 


Ovi MO So kon Wy 


et appelons %m, Ym, +.- un systéme de ces valeurs des variables, 
qui, par hypothése, donnent 


mod f(2m, Vina 20) < Oye 


De la suite illimitée de ces systémes, extrayons-en une partielle 
dont le terme général (a, y\), ...) soit composé de variantes 
tendant toutes vers certaines limites X, Y, ... (91 ). On aura évi- 


demment 
Tia fi 27> ys 3. = Minion) me) = Os 


Mais, a cause de 


lim a”) — X, lim y) = Y, 
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on a aussi (184) 


INTs a ie 0lbee alsa seeacae ay (CE Ceara pe 


Donec ona bien 
FCS ee 


les quanutés X, Y, ... tombant évidemment dans les aires con- 
sidérées. 


186. Quand une fonction est olotrope dans des aires limitées 
sans pouvowr sy évanouir, on peut assigner a son module une 
limite inférieure positive indépendante des variables, au- 
dessous de laquelle sa valeur ne peut s’abaisser, quelles que 
sotent celles des variables dans les aires dont tl s agit. 


Car, si cette limite inférieure n’existait pas, le module de la fonc- 
tion pourrait, dans les aires considérées, acquérir une valeur infé- 
rieure 4 toute quantité donnée, et (185) on pourrait trouver dans 
ces aires des valeurs des variables annulant la fonction, ce qui est 
contraire a Vhypothése. 

Une observation que nous ferons plus tard (250, II, znf.) fournit 
une démonstration directe du méme théoréme. Puisque la fonc- 
tion proposée f(z, vy, ...) est olotrope dans les aires considérées 


i < 
——_———— y est aussl 
fla,y,-.)? 


olotrope; et, puisque ces aires sont limitées, on y a sans cesse 


sans s’y évanouir, son inverse arithmétique 


I 
mod aM 


Se; NS) +++) 


ot M désigne quelque constante positive (180). On ya done aussi 
1 
IMO; (ZA, Pe. oo) uM: 


187. Quand une fonction f(a, y, ..-) olotrope dans des aires 
quelconques Sz, Sy, «+. sy évanouit tdentiquement, Cest- 
a-dire pour tout systéme de valeurs particuliéres des variables 
qui sont contenues dans ces aires, ses dérivées de tous ordres y 
sont nulles tdentiquement ausst. 

Réciproquement, si la fonction et ses dérivées de tous ordres 


152 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


sannulent numériquement en un seul systeme Lo, Yo, +++ de 
pareilles valeurs dex, y, +-», elle est nulle identiquement dans 
toute l’étendue des aires considérées. 


La premiére partie de ce théoréme est évidente, puisque la 
fonction y est supposée se réduire a la constante o (161). 

Quant a la derniére, elle résulte immédiatement de la pro- 
position du n° 176. Car on peut considérer f(x, y, ...) comme 
une pseudo-fonction oloide dans les aires données Sx, Sy, ---, 
définie par un schéma fondamental ayant pour articles les valeurs 
EN Zo,.Vo, ++» de f(L, Hyo.-) et de ses dérivées de tous ordres; 
or ces articles sont tous nuls par hypothése. . 


188. Si dans chacune des suites tllimitées 


Me) Y Sy) is lisdoncinr eke Vy, 


tous les termes sont inégaux et tombent respectivement dans 
des aires limitées Sz, Sy, ..., et si, appelant f(x, y, -..) une 
fonction olotrope dans ces aires, on a, quels que soient les 
OUEST OE SO . 

flail, 0, ...)=0, 


cette fonction est nulle identiquement dans les aires dont il 


Sagit. 


A cause de la limitation des aires Sz, S,, ..., on peut extraire 
respeclivement des suites (3) des suites partielles 


dont les termes généraux tendent tous vers certaines limites ng 


Yo, +++ évidemment situées dans ces aires (91), et Von aen paru- 
culier, quels que soient m, n, ..:, 


S(&m, Vny oe =) =O, 


; : ee . : 
Hl s’ensuit que la somme de la série entiére en h, k, ... résul- 
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tant du développement de ica vith. s. .) s’évanouit pour 
toutes les combinaisons de valeurs de ces accroissements appar- 
tenant respectivement aux suiles illimitées 


suites dont les termes généraux sont tous infiniment pelts et 
finissent en conséquence par rester intérieurs aux cercles de con- 
vergence. 

Le théoréme du n° 135 devient alors évidemment applicable et 
assigne o pour valeur commune a tous les coefficients de cette 
sérié, par suite, en £9, Yo, ---, Af (x, y, .--) et A toutes ses déri- 
vées qui different de ces coefficients par de simples facteurs 
constants (162). Notre fonction est done bien identiquement 


nulle (187). 


189. Pour que deux fonctions olotropes dans de mémes 
aires quelconques y sotent identiquement égales, tl est néces- 
satire et suffisant qwen un seul systéme de valeurs particulicres 
des variables, d’ailleurs arbitrairement choitsies, ces fonctions 
et toutes leurs dérivées prennent les mémes valeurs numériques. 


L’identité voulue entre les deux fonctions considérées 
Hey DH SaaS UNCy IS S08) 
équivaut ala nullité identique de leur différence 
IMGs Ge) 56 ICR Bp 2 o)) 
par suite (187) a la condition numérique 
Dine: LCE) IMD, Ws, cow))|) =O; 


pour Y= 2%, Y=JNo, ---, quels que soient les indices de diffé - 
rentialion p, g, ...- Or a son tour cette condition équivaut a 


B, Ds "(Los o> : Si ee ey (Ho, Vo bio) ESO, 


c’est-a-dire a 
SPD (Hoy Hos v6 +) = FYI (Loy Yor ++ +)s 
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parce que Jes dérivées de la différence de deux fonctions sont pré- 
cisément les différences des dérivées semblables de ces mémes 


fonctions (166). 


190. En vertu de ce théoréme, une fonction olotrope est com- 
plétement déterminée par la simple connaissance des valeurs 
prises par elle-méme et par ses dérivées de tous ordres, en un 
seul systeme de valeurs particuliéres des variables (Cf. 171). 


191. Pour quwune fonction olotrope dans des aires données 
sy réduise a un polynéme entier de degré effectif (29) égal 
ou inférieur a l’entier M, il faut et tl suffit qu’en Xo, Vo, +++5 
systéme de valeurs particuliéres des variables choistes arbitrat- 
rement dans ces atres, toutes ses dérivées dont les ordres totaux 
surpassent M s’évanouissent. 


Nous connaissons déja la nécessité de cette condition (161); 
pour prouver qu'elle est suffisante, formons le développement de 
la fonction proposée f(z, vy, ...) en série entiere par rapport 
aux différences  — %), ¥— Yo, ---, et appelons P(x, vy, ...) la 
somme des termes de ce développement, dont les degrés par rap- 
port a ces différences sont égaux ou inférieurs a M. I est évident 
que P est un polynéme entier en xz, y, ... dont le degré ne sur- 
passe pas M, et dont les dérivées d’ordres égaux ou inférieurs 4 M 
prennent, en 2, Yo, --., précisément les valeurs initiales des 
dérivées semblables de f(z, y, ...). 

D’ailleurs pour les ordres supérieurs, et toujours en 2, Vo, ---; 
les dérivées de f(x,y, «..) et de'P(@, 9-25) sontyencere 
égales puisqu’elles sont toutes nulles, savoir celles de f(x, 9’, .--), 
par hypothése, celles de P(w, y, ...), parce que c’est un polyndme 
entier dont le degré ne surpasse pas M (161). Donec (189) on a 


bien identiquement 


Pilots ono) SIRs Or aes) 


192. Pour que la méme fonction jouisse des propriétés speé- 
cifiées dans Vénoncé précédent, il est nécessaire et suffisant 
que, dans les aires considérées, ses diverses dérivées d’ordre 
total M +-1 soient toutes identiquement nulles. 


Nous connaissons encore la nécessité de la condition posée (161); 
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sa suffisance est maintenant a peu prés évidente, car, si les dérivées 
d@ordre M+ 1 sont identiquement nulles, leurs dérivées de tous 
ordres le sont aussi (loc. cit.); toutes celles de la fonction pro- 
posée dont les ordres surpassent M le sont donc. Or (191) il suffit 
de savoir que les valeurs de toutes ces dérivées se réduisent a 0 en 
un seul systéme de valeurs particuliéres des variables, pour avoir 
ia certitude que la fonction se réduit a un polynéme entier de 
degré M au plus. 


193. Le cas ot M=o est particulicrement remarquable et 
donne ce théoréme qui trouve de bien fréquentes applications 


Pour quwune fonction olotrope dans des aires quelconques 
dégénére en quelque constante, tl est nécessaire et suffisant 
que toutes ses dérivées premicres y sotent nulles identiquement. 


194. En raisonnant de la méme maniére on trouve cette autre 
proposition non moins utile : 


Pour que la méme fonction se trouve en fait indépendante 
de quelques-unes de ses variables, il faut et il suffit que ses 
dérivées premiéres prises par rapport a ces variables sotent 
toutes tdentiquement nulles. 


195. Quand une fonction olotrope ne dégénére pas en une con- 
stante, ses dérivées de tous ordres ne peuvent jamais s’éyanouir 
simultanément en un méme systéme quelconque 2, Yo, .+- de 
valeurs particuliéres des variables (191), et il existe des ordres con- 
tenant des dérivées non nulles. Si donc M est le plus petit d’entre 
eux, l’accroissement de la fonction correspondant a des accroisse- 
ments infiniment petits h, k, ... attribués aux variables a partir 
de Zo, Yo, «++ prend, aprés la suppression des termes du dévelop- 
pement pourvus de coefficients nuls, la forme évidente (116) 


ST (20 cai h, yor k, ot =) — f( Xo, Fo; Oxo ) == Ey,y,. LC Agyy,. Eu,v,...) REA. C | 


dans laquelle on a (164) 


J I (UV, 0+) 
Mayen = arin. gph mee fey Bay Hores)s 
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et ot. s\... legge wee SOnk despsommes de séries entiéres en h, 
k, ... ne contenant pas de termes indépendants de ces quantités, 
par suite des quantités infiniment petites. De plus, la sommation 
doit étre étendue a tous les systémes de valeurs des indices de 
différentiation u,v, ... qui donnent p-+v—+...= M. 

Le second membre de cette relation ne différe ainsi de 


(4) E(Ay,y,...2UAY ..-); 


polynédme entier, homogéne et de degré M par rapport aux 
accroissements h, k, ... des variables, qui n’est pas identique- 
ment nul, parce qu’il contient au moins un coefficient non = 0, 


que de 
2 (Eu,,y,... (PBL? 55 3). 


sorte de polynéme de méme nature, mais a coefficients tous infi- 
niment petits. Une pareille expression se nomme quelquefois un 
infiniment petit d’ordre M par rapport aux infiniment petits 
fondamentaux h,k, ..., et Von dit que le polyndme (4) en est 
la partie principale. 

Ainsi donc, V’accroissement d’une pareille fonction olotrope 
est toujours un infiniment petit d’ordre entier par rapport a 
ceux des variables, et cet ordre est précisément le plus petit de 
ceux des dérivées qui nes’ évanoutssent pas en Lo, Voy ++ 

Comme les dérivées premiéres de cette fonction ne peuvent 
étre identiquement nulles (193), cet ordre ne peut s’élever au- 


dessus de 1 que pour des systémes exceptionnels de valeurs des 
variables. 


196. Le rapport a Vaccroissement infiniment petit d’une 
seule variable d'une fonction olotrope, de l accroissement 
sumultané de cette fonction, tend vers une limite précisément 
égale a la dérivée partielle premiere de celle-ci par rapport a 
la variable considérée. 


On trouve immédiatement en effet (164) 


dfh  @f ht 


a+h, eo) vi 
whe JD ) Lis a diet tee sop 
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dot 


VAC TAN OS ae OD Ae ee df t af 
h dy _+.2 dx? 


ce qui rend évident le point dont il s’agit (124). 


197. Aujourd’hui encore, on définit habituellement une fonc- 
tion de variables imaginaires : une qguantité variable ayant pour 
éléments (56) deux fonctions réelles quelcorques de tous les 
éléments des variables indépendantes considérées. Par exem ple, 
en appelant 2’, x" les deux éléments de ja variable indépendante x, 
et o(2', 2"), U(a', x") deux fonctions réelles quelconques de z’, x", 
on dit ace point de vue que 


o(2’, xv") +ib(a’, a") 


est une fonction de «=a! + ix". De plus, on appelle encore 
dérivée premiére de cette fonction la limite (quand elle existe) 


du rapport 
Ao + rAy 
Ag’ +.tAz" 


de son accroissement a celui de la variable supposé infiniment 
petit. Mais, comme rien dans cette définition ne restreint le choix 
relatif 4 faire des fonctions o(a’, x"), U(a', a"), il fallait faire une 
distinction entre les fonctions de ce genre, pour lesquelles ce 
rapport tend vers une limite indépendante du mode de décrois- 
sance relative de Az’, Ax", et celles, infiniment plus nombreuses, 
pour lesquelles une semblable limite n’existe pas. On rejette ces 
derniéres de |’Analyse et l’on donne aux autres le nom de fonc- 
lions monogeénes. 

Nos fonctions olotropes sont done en particulier monogeénes ; 
mais c’est un fait absolument sans intérét pour nous, car la ma- 
niére dont nous présentons les choses nous dispense de toute dis- 
tinction et de toute restriction. 

On sait que l’autorité, pourtant considérable, du nom de La- 
grange n’a pas empéché les géométres de conserver jusqu’a nos 
jours la conclusion du théoreme précédent pour définition des 
dérivées. Ce fait est pour nous incompréhensible, étant données 
les complications inextricables, les obscurités et méme les pué- 
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rilités sans nombre, dont cette définition a semé l’exposition des 
principes de l’Analyse infinitésimale. Nous abandonnons comple- 
tement cette définition, non seulement parce qu'elle n’est pas 
conforme a la conception des fonctions analytiques a laquelle on 
est forcément amené quand on veut saisir et rapprocher les faits 
eénéraux de leur théorie, mais encore parce qu’elle ne conduit et 
ne peut conduire a rien de satisfaisant, parce qu’il faut l’aban- 
donner dés qu’on veut entrer dans le ceur des choses. En veut-on 
un exemple? Nous demanderons a ceux qui y restent fidéles comme 
4 un culte pourquoi, dans l’intégration des équations différen- 
tielles (Chap. X, XII, inf.), ils cherchent des fonctions dont les 
développements en séries entiéres ont des coefficients satisfaisant 
4 la loi voulue, au lieu de reconstruire directement les fonctions 
continues dont les accroissements infiniment petits auraient avec 
ceux des variables des rapports dont les limites seraient liées aux 
aulres quantités de la question par les équations données. 

On nous objectera certainement les services que cette concep- 
tion des dérivées rend dans |’Analyse appliquée a la Géométrie, a 
la Mécanique, etc. Nous répondrons que la croyance a |’impor- 
tance de ces services est une simple affaire d’habitude. Dans la 
derniére Partie de cet Ouvrage, qui sera consacrée aux Applica- 
lions géométriques, nous n’aurons presque jamais a considérer 
une dérivée comme limite de quelque rapport. 


198. Le théoréme du n° 196 est susceptible de généralisations 
que nous nous bornerons a mentionner, parce qu’elles sont sans 
utilité. 

Il équivaut 4 l’énonciation de ce fait, que la partie princi- 
pale (195) de Vaccroissement ou différence infiniment petite 


FAO ce Is Vs Vio) 3 fay Vee 
pq eg a 

se réduit a h 2. 
dx 
’ Sia : ; : 
De méme, si l’on attribue a x, y, ... une suite de systémes de 
valeurs formant autant de progressions arithmétiques ayant res- 
pectivement pour raisons les quantités infiniment petites h, k, ..., 

a cat : 
si on nomme comme dusage différence premiére Af la fonction 
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dew, y,..., h, k, ... définie par la relation 
Af=f(a@+th y+h,...)—fla, y,...), 
puis différence seconde A?f le résultat 
Di Gar thy aks.) —- (eh, 7-2 Ro 23)I 


=F Ga Bi ky) f(G 22 | 
=f(w@+ah,y+2k,...)—af(w@th y+k, ...)+fla,y,...) 


obtenu en retranchant Af de ce que devient cette différence quand 
on y fait croitre z, vy, ... deh, k, ... encore, et ainsi de suite, 
on trouve sans peine que A“/ est un infiniment petit d’ordre M 
par rapport ah, k, ... (195) ayant pour partie principale le poly- 
néme entier, homogéne et de degré Menh,k,... 


Tee Drees VE ee ,| 
De see fa ey Oe te Rn ae eee Pay NO Vee. )RPRE Ak 


expression dans laquelle il faut sommer pour tous les systémes p, 


q, --- de solutions entiéres et positives de I’équation indéterminée 
PHOU+..-=M. 


En d’autres termes, la partie principale de la différence AXf 
est précisément la différentielle totale d\ f (167). 

On arriverait 4 un résultat analogue, plus compliqué toutefois 
sans étre plus utile, en construisant A/, A?/, ..., A"f avec des 
valeurs des variables dont les accroissements infiniment petits 


successifs 
(hy, ky, ne 5 (ho, ky, <9 an ees (hm, ku, Ob a) 


ne conserveraient pas comme tout a Vheure les valeurs uniformes 


| ie ass eee 


199. Ici viendraient assez naturellement des propriétés spé- 
ciales aux fonctions olotropes réelles, dont la connaissance est 
indispensable aux calculs numériques ; mais, intéressant plutdt les 
fonctions d’une seule variable, elles seront mieux placées dans 
notre deuxiéme Partie. 

Nous terminons ce paragraphe par une proposition sans intérét 
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A 2 d : 
par elle-méme, qui, cependant, sera plus d’une fois pour nous un 


lemme indispen sable. 


Soient f(a, y, ...) une fonction olotrope dans les aires Sz, 
x + o i . , wa 
Sy, ++. avec les olometres Ox, Gy, «++, Puls Os Oy ey Shy Ely eed 


7 


6, té Lives sfaisa négalités 
Di Orn Cot des quantites positives satisfaisant aux inega 
(5) On + en + 94 < Sz; Oy + eet On < Oy, iA 
puis enfin, dans les plans sereant a la représentation gra- 
phique des nouvelles variables h, k, ..., des atres Sp ore 
dont les distances de tous les points aux origines Oy Ora ae. 
sotent toujours respectivement inférieures G@ &h, ky o+-- La 
sommation partielle de tels termes que Von voudra dans le 
développement de Taylor 


, i 5 Am fer , 
S(a+rh, y +k, = Di Dig Be -++) a} 


UR OG a EGOS Bq 


divisés par tel monéme entier hPk?..., enh, k, ..., qwuls 
pourratent avoir comme facteur commun, donne une fonction 
OL OE is GCN (Pep i 


OMG, Pr coagilly hy oso) 


qui est-olotrope dans. les Qires 375.975 04 Shy, Dhj ee Cele 


~~ i 


olométres 6, 6. 6,50, 
‘ Or y sey hd Regine ges 


4 2 in in 
Comme le développement ci-dessus a 6,, 6,, ... pour rayons 
de convergence, on peut, a cause des inégalités (5), mettre 


fla th+h+thy+k' +k +k, a) 


sous forme'd’uneserie entiere eu’, Ky) 4p ey oe Te, Kasten 
ayant pour rayons de convergence 6), 0,,. -+., &h; &%, «++, Ops 
Ox, +++ (120), cela bien entendu pour toutes valeurs de EE eee 
intérieures aux aires considérées Sz, S,, 

Si donc on donne ah’, k’, ...,'h, 'k, ... des modules infé- 
rieurs aux rayons correspondants ci-dessus, Ah, k, ... des modules 
inférieurs 4 ¢,, ¢;, «.., c’est-a-dire si l’on n’attribue a A ea 
que des valeurs intérieures aux aires Sa; Shy +++, cette nouvelle 
série restera convergente méme aprés la substitution a chaque 
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terme de son module (116); la sommation de ceux de ses termes 
dont le groupement reconstituerait 


ET RAT. OR Ry eK. cy hh, hk, ...) 


suivie de la division de la somme par (h+'h)P(k + 'k)9, ..., 
engemdre une série partielle en h',.k’, J...h, ky 0.1, 'h, ke 7 
ayant les mémes rayons de convergence (/oc. cit., passim). Or 
celte série partielle ordonnée par rapport ah’, kK’, ...,'h,'k, ... 
est précisément le développement par la formule de Taylor de 


ONG oo ots Un Vi oon) 


a partir de valeurs dé 2, 7, ..:, Hh, k, ... tombant dans ‘les 
aires Sz, S,, ..-, Sa, Sa, .--, pour des valeurs des accroisse- 
ments fh’, kh’, ..., 'h, 'k, ... ayant des modules inférieurs 4 37, 


inva wa ~y 


Oy, CO On, OK) C'& '6:'o 


200. Nous utiliserons moins cette proposition elle-méme que 
son corollaire évident: Pour tout systéme de valeurs dex, y,.. 
tombant dans les aires limitées Sz, Sy, ... et deh, k,... ayant 
des modules égaux ou inférieurs a quelques quantités post- 
tives ¢,, ex, ... inférieures a oz, Oy, ..., On peut assigner une 
méme limite supérieure & mod¢(a, vy, ..., h, k, ...) (180). 


200 bis. Les aires Sz, Sy, ... étant encore supposées toutes 
limitées, la différence f(a +h, y+hk, ...)—f(£,yY, +++) est 
infiniment petite quand h, k, ... tendent vers o, et cela de 
quelque mantére que x,y, ... varient simultanément a Pin- 
térieur des aires dont il s agit. 


Car l'emploi de la formule de Taylor permet de mettre cette 
différence sous la forme Hh + KA-+..., ot H, K, ... sont des 
fonctions toutes du genre de o(x, y, ---, h, k, «-.), aux 
modules desquelles on finit en conséquence par pouvoir assigner 
des limites supérieures indépendantes de x, y, ...,h, k, .. (200). 


Limites de convergence de la série de Taylor. 


201. Quand une fonction est olotrope dans les aires (quel- 
conques) Sx, Sy, «++ avec les olométres (quelconques) Ox, 
M. — I. II 
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Oy) ++, et qu'on ne sait rien de plus sur elle, son développe- 
ment en série entiere a partir des valeurs initiales Xo, Yo, 
(tombant, bien entendu, dans les aires considérées) a pour 
rayons de convergence maximums les quantités positives obte- 
nues en ajoutant oz, Sy, ... respectivement a A,,, Ay, +++, 
rayons des plus grands cercles de centres a, Yo, +++ qui wont 
aucun point extérieur aux aires dont il s agit. 


I. On ne peut assigner au développement de la fonction des 
rayons de convergence supérieurs a ceux définis dans l’énoncé; 
autrement, en effet, il en résulterait évidemment qu’elle serait 
olotrope avec les mémes olométres en quelques points extérieurs 
aux aires considérées, ce que l’on ignore. Nous avons done a 
prouver seulement l’existence des rayons dont il s’agil, ce que 
nous ferons en raisonnant sur le cas d’une seule variable pour fixer 
les idées et abréger l’écriture. 


II. Sotent f(x) une fonction olotrope avec Volométre 6 dans 
une aire S contenant Vorigine x =0, Ale rayon du plus grand 
cercle qui offre cette origine pour centre sans avoir aucun 
point extérieur a Vaire 8, et R, WU deux quantités positives 
satisfaisant a Vinégalité 


(1) R+R=2A+6. 
St le développement de f(x) par la formule de Maclaurin 
(2) S(£) = tama” 


admet R pour rayon de convergence, et si son développement 
par la formule de Taylor, a@ partir de toute valeur de x de 
module inférieur a R, 
(3) fle +t) = Bf (©) — 

-* eo reeytty 
admet X pour rayon de convergence, le développement (2) 


admet certainement la somme R + % pour rayon de conver- 
gence. 


Appelons r, t deux quantités positives quelconques satisfaisant 
aux inégalités 
TE, ate 
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et, par suite, a cause de l’inégalité (1), a 
r+rcQR+R< A+. 


A cause de cette derniére, tous les points non extérieurs au 
cercle qui a l’origine pour centre et r—+t pour rayon le sont 
aussi a l’aire S accrue d’une zone additionnelle d’épaisseur 0! < 6; 
par suite (181), on peut assigner & mod f(x) une limite supé- 
rieure M indépendante de x, pour toutes les valeurs de x dont les 
modules sont égaux ou inférieurs 4 7 +t. Et comme, pour 


fe = 2 = 
(4) modzvzr, modrzr 


ona 
mod(w@+r)er+r, 


on aura certainement 
(5) mod f(@ ++) <M, 


pour toute combinaison de valeurs de x, ¥ satisfaisant aux iné- 
galités (4). 

Cela posé, une premiére application du théoréme du n° (31 a 
la série (3), entiére en ¥ et de rayon de conyergence R >t, donne 


aA cause de (3) 


mod f'™ (ax) < M Uebel, 


rm 


pour toute valeur de z de module r. 
Une seconde application du méme théoréme a la série 


SM (2zy= Um(m—1)...(M—M+1)am oP, 


entiére en x et admettant, comme (2), R >, pour rayon de con- 
vergence, conduira de l’inégalité précédente a 


oMooott I 
7 
m(m—1)...(m—M+1) pm—mym 


moda» < M 


ou bien, ce qui est la méme chose, a 


Am vinr—m en | ee M, 


pour toul systéme de valeur de x, ¥ ayant r, © pour modules. 
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La série entiére en a, ¥, dont le terme général est le monédme 
entre crochets, admet ainsi pour rayons de convergence 7, t (114) 
et méme R, ¥, puisque 7, ¥ sont des quantités positives quel- 
conques inférieures 4 ces derniéres (119); par suite (116, LI), 
on peut, sans détruire sa convergence ni modifier sa somme, 
déplacer et grouper arbitrairement ses termes pour toutes valeurs 


de x, ¥ donnant 


(6) moda <R, modt< %. 


Or, en l’ordonnant par rapport a ¥, on obtient le développe- 
ment (3); en groupant ensuite les termes de méme degré m par 
rapport a x, t indistinctement, on obtient la série entiére en 2 + 


Lam (@ ay 5) 


ott, a cause des conditions (6), x + € est une quantité quelconque 
de module inférieur 4 R + W. La série (2) admet donc bien cette 
derniére quantité pour rayon de convergence et, comme elle a 
méme somme que la série (3) d’aprés ce que nous venons de 
constater, elle fournit bien pour 


moda#<R+% 


le développement de f(z) par la formule de Maclaurin. C’est ce 
que nous avions a prouver. 


Il. Le développement (2) admet A+ 6 pour rayon de con- 
vergence. 


Silonad=ZA, onaaussi 6 + 6A + 4, etdans l’alinéa précédent 
on peut prendre R=6, R=—<, parce que les séries (3) oe 
entiéres Pune en 2, l’autre en t, admettent 6, 6 pour rayons de 
convergence. On en conclut que le développement (2) est valable 
pour mod4 <<6+6< 20. 

Si Pon a encore 26 <A, on étendra de méme la validité de cette 
formule jusqu’a moda < 26+ 6< 36; et ainsi de suite jusqu’a 
mods <k6+- 6, aussi longtemps que 6 ne surpassera pas A. 
Il en résulte évidemment ce que nous voulions démontrer. 


IV. Notre théoréme est maintenant établi; car le développe- 
ment de f(%o +h, yo+h, ...) n’est pas autre chose que la série 
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de Maclaurin appliquée AF (h, k, ...)=f(ao +h, vo +h, .- ay, 
fonction de h,k, ... olotrope avec les olométres 6z,6,, ... dans 
des aires auxquelles sont intérieurs les cercles décrits des ori- 
zines! 7) Op i. enaved Az uA 


yor tte pour rayons. 


202. On peut évidemment spécifier les rayons de convergence 
maximums déterminés par le théoréme précédent, en disant encore 
qwils sont égaux aux plus courtes distances des points Ly, Vo, «- 
aux contours des aires Sx, Sy, ... accrues respectivement de 
sones additionnelles ayant pour épaisseurs les olometres pri- 
mitivement donnés bz, 6,, .... Leur évaluation est ainsi ramenée 
ala simple délimitation des aires ot la fonction considérée reste 
olotrope, abstraction presque faite de la grandeur des olo- 
metres qu’on peut lui assigner, parce que les valeurs que les 
théories générales fournissent pour ceux-ci sont habituellement 
fort petites relativement a l’étendue des aires en question; or on 
verra qu’en général cette recherche indirecte est infiniment plus 
facile que ne le serait une éyaluation directe. 

On voit aussi par 14, comme nous l’avions annoncé au n° 139, 
que la grandeur des olométres connus pour une fonction olo- 
trope dans des aires déterminées est presque indifférente ; car 
les valeurs maximums des olométres que le théoréme précédent 
permet d’admettre en xo, 79, ... ne dépendent absolument que 
de la configuration de ces aires légérement accrues, et des posi- 
tions que ces points y occupent relativement a leurs contours. 


203. Quand f(z, v, ...) est olotrope dans toutes portions 
limitées d’aires données tllimitées, elle Vest nécessairement 
dans ces dernicres diminuées de zones offrant des épaisseurs 
aussi faibles qu’on voudra. Car, od que #, Yo, «++ tombent a 
Vintérieur des aires ainsi réduites, les rayons de convergence 
maximums que le théoréme du n° 201 permet d’assigner au déve- 
loppement de (ap +h, yo +h, ---) altemdront au moms les 
épaisseurs des zones en question. 


204. La contre-partie de la réciprocilé signalée au n° 143 entre 
la grandeur des aires et celle des olométres admissibles est main- 
tenant visible. Effectivement, si l’on diminue les aires Sz, Sy, -- 
de zones intérieures d’épaisseurs ex, ¢y, «++, les moindres distances 
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ae ; i ee ‘ + alle pe Lea 
qui séparent les points intérieurs aux aires ainsi réduiles Sy, Sy, +++ 
des contours des aires proposées accrues de zones additionnelles 
ayant 0,, Oy, +++, pour épaisseurs croitront de ez, ey, «.- respecu- 
vement; par suile, en vertu de notre théoréme, les olométres 


de f(x, y, -+-) dans les nouvelles aires croitront d’autant et 
A tA x NS 
pourront etre portes a On Eg, Oy + Ey, --- 


905. Nous attirons l’attention du lecteur sur la différence con- 
sidérable, au point de vue doctrinal, qui existe entre notre théoréme 
et ceux qu’on énonce habituellement pour formuler les limites de 
convergence de la série de Taylor. Comme nous I’avons dit au 
n° 164, les auteurs de ces derniers cherchent 4 prouver qu’une 
fonction est développable de cette maniére, si elle posséde telles 
ou telles de ces propriétés vagues (continuité, etc.) sur lesquelles, 
tour a tour, on a essayé d’édifier la théorie des fonctions. Mais 
ceux qui prendront la peine d’examiner attentivement les raison- 
nements de cette espéce et qui, bien entendu, ne se contenteront 
pas d’une rigueur inférieure a celle qu’on exige dans les théories 
mathématiques courantes, reconnaitront sans doute avec nous 
que tous péchent tantOt par un point, tantot par un autre, sans 
parler de ce quil y a @artificiel dans les procédés qu’il a fallu 
imaginer pour les construire. Nous nous gardons bien de procéder 
de la sorte, @ priori, convaincus qu’ON NE PARVIENDRA JAMAIS A 
DEDUIRE LA POSSIBILITE DE CE DEVELOPPEMENT, DE PROPRIETES GENE- 
RALES DES FONCTIONS QUI, DANS LEUR ENSEMB8LE, SERAIENT PLUS 
SIMPLES QUE CETTE PossiBiLITé Mime. Nous venons de prouver seu- 
lement que la possibilité en question, si elle existe sous une cer- 
taine forme, se conserve sous une autre, et il nous reste a établir 
celle de la premiére forme. Nous ferons cette démonstration pro- 
gressivement, en la fondant sur les caractéres précis des calculs 
et des fonctions données dans les diverses opérations analytiques 
qui conduisent a de nouvelles fonctions, et dont les principales 
vont étre étudiées dans les Chapitres suivants. C’est une méthode 
toute différente ; elle réussit parce que nous renoncons résolument 


a l’entreprise chimérique consistant @ vouloir démontrer tout 
sans s’appuyer sur rien. 


206. Le corollaire suivant est a retenir : Quand la fonc- 
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tion f(x,y, ...) estindéfiniment olotrope (139), le développe- 
ment de f(a)» +h, yo th, ...) converge quelles que soient, et 
les positions des valeurs inttiales xo, yo, ... et les grandeurs 
des modules des accroissements h,k, .... Par exemple, on peut, 
pour toutes valeurs de x, y, ..., développer de pareilles fonc- 
tions par la formule de Maclaurin, c’est-a-dire représenter chacune 
d’elles par une série entiére unique en x, vy, ..., ce qui fait naitre 
entre elles et les polynémes entiers une similitude tout a fait 
remarquable. 

En passant, le iecteur remarquera la conformité parfaite des 
conclusions de ce paragraphe avec les notions déja acquises sur 
les polynémes entiers (150), les sommes de séries entiéres (140) 
et les monémes a exposants négatifs (151). Pour ces derniers, 
par exemple, les plus grands cercles de centres 2, Vo, --- oti ils 
conservent la propriété d’étre olotropes, ont pour rayons les mo- 
dules de ces valeurs initiales, et nous avions déja trouvé directe- 
ment que ces mémes modules sont précisément les plus grands 
rayons de convergence des développements de ces fonctions en 
séries entiéres par rapport aux accroissements des variables. 


CHAPITRE VIEL. 


CALCUL INVERSE DES DERIVEES. 


Intégration des différentielles totales. 


207. Nous passons au probléme inverse de la différentiation : 
trouver toutes les fonctions qui ont des fonctions données des 
mémes variables indépendantes, pour dérivées de tels et tels 
ordres donnés. On peut le considérer comme un cas particulier 
trés restreint du probléme infiniment plus vaste de l'inéégration 
des équations différentielles, que nous ne pourrons pas aborder 
avant le Chapitre X; mais la simplicité extréme des moyens a 
mettre en ceuvre nous permet de le traiter dés a présent; son 
caractére spécial et son importance considérable justifient d’autre 
part la place que nous lui assignons ici. 

Tout d’abord, nous devons observer généralement que les fonc- 
tions données doivent étre olotropes, et que la fonction inconnue 
ne peut étre cherchée que parmi celles qui jouissent de cette 
propriété [au moins localement (175, IV)]; dire, en eflet, que 
des fonctions données doivent figurer parmi les dérivées de cette 
derniére, c’est dire avant tout gu’elle a des dérivées ; or nos défi- 
nitions (156, 158) n’en attribuent qu’aux fonctions olotropes, 
fonctions dont les dérivées le sont toutes aussi (165). 


208. La plus simple et aussi la plus importante des questions de 
ce genre est celle ow il s’agit de trouver une fonction u(x, y, .-.) 
des h variables x, y, ..., qui ait pour dérivées premieres par 
rapport a x,y, ... respectivement, les h fonctions données 


(1) LO age arareaes) Femme Eira ecg mas 


En d’autres termes, on veut satisfaire a la fois aux h équa- 


CHAPITRE VIII. — CALCUL INVERSE DES DERIVEES. 169 


tions différentielles 


du 

ax = Ur(2, y) ), 
@) du 

iets 


formant un systéme immédiat total & une seule fonction 
inconnue u nentrant dans aucun de leurs seconds membres 

x Ve - ’ 2, t x he 
(Chap. X, inf.). La réponse est fournie par le théoréme sui- 
marae! 3 


Pour que le probleme ait quelque solution localement olo- 
trope (175, IV) dans les aires 


(3) Siac) 


avec les olométres 


il est nécessaire et suffisant que toutes les fonctions données (1) 
Joutssent de cette propriété, puis, quand h est >1, qu’elles 
h(h 


S51)" Rae? & 
a identités de condition 


satisfassent en outre aux 


Ws _ aU, 
, Ge aks 


a 
ou 


> ) 


..-, (8, ¢), ... désignant les diverses combinatsons deux a 
deux des h vaniablesx, yy +.» 

On peut de plus, en xo, Wo, .++, valeurs initiales des variables 
prises a volonté dans les aires (3), assigner une valeur tnitiale 
arbitraire Uy o,...@ la fonction inconnue; elle se trouve alors 


(*) Le cheminement (171) est un élément indispensable du calcul de la fonce- 
tion uw, et dés lors il peut fort bien arriver que la propriété pour les fonctions 
données (1) d’étre toutes olotropes @ proprement parler dans certaines aires 
n’entraine pour elle, quand ces derniéres ne sont pas toutes imperforées, que 
celle d’y étre localement olotrope, par suite non nécessairement monodrome. 
L’énoncé qui va suivre et tous ceux du méme genre perdraient donc une partie 
de leur généralité sans aucune compensation, si nous voulions encore les formuler 
pour le cas seulement ou, dans les aires considérées, les fonctions données seraient 
toutes olotropes & proprement parler. 
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complétement déterminée, et son développement en série entiere 
par rapport aux différences (x — Xo), (¥ —Yo), +++ se déduit 
immédiatement des développements analogues des fonctions (1). 


I. Sila fonction u(x, y, ...) existe, localement olotrope dans 
les aires (3) avec les olométres (4), toutes ses dérivées jouissent 
évidemment de la méme propriété (165), en particulier celles du 
premier ordre qui reproduisent les fonctions (1). 

En représentant ensuite par 


(6) u(t, 7, 2) = 2p Oe — 20) yo) 


le développement de cette fonction par Ja formule de Taylor a 
partir dé 2%, 9, << eb par 


UxGe, ¥, + --) == [enn (2 — 20) yo) els 
i) Uy(2, dfs 305) [Om,n,...(@ — £o)™(y —4o)”... ], 


00S 80 (6 © 015, 6 0 © 0.6160 6 o 10 © 100, 4 10» 0.6 0 sl ln, » 0.6 10 0 © (6 epale! ® 8)i0) (6; es 6 bf 


ceux des fonctions données (1) construits 4 partir des mémes 
valeurs initiales tombant, bien entendu, dans les aires (3), la réali- 
sation des identités (2) exige que pour chaque combinaison de 
valeurs des indices m,n, ... on ait le groupe d’égalités 


Mum, n,... = €m—1,n,...9 
> 
(8) Nem ,n,... = Om n=1y...9 


en nombre égal a celui des entiers m,n, ... quine sont pas nuls 
(157, 3°), (187); dot l'on tire immédiatement la suite indéfinie 
de groupes d’égalités de conditions 


Am—1,n,... Om n=Ay.«. 
(9) . ae mM, ) fa 


OR ONCRCR CT OC 1) Ceo beh a0 0 Oa 


Mais, comme on a (162) 


Ue oP ayaa ee) 
Kin Eye) Gta. 
Up Pa) e5, Yoo Se) 
m!(n—1)!p!q! ashe 


Am-1,n,p,q,... = 


bm, n—1, Pq, = 
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la condition mise ci-dessus en évidence donne 


T(7—1 ,72,P,q,..-) _ 
(UW CI (Bos. Hos re) a Uae sPioss) (ary, Wo, Eee 


c’est-a-dire 


d\m—’)+(n—1)+-p+q+... dUx dim—1)+(n—1)+-p+q+... dU, 
dam dyn-1 dzpds¢...\ dy |] dam-\dy"-1dzpds?... ( ) 


Pp our 


v= Xo, ay Ain Si S05 OS 2105; 


I faut, en d’autres termes, qu'il y ait égalité numérique entre les 


cages F Us a : 
valeurs initiales des fonctions OTe Be et de toutes leurs dérivées 
semblables ; il faut, par suite (177, I), qu’on ait identiquement 
aU, _ dUVy 
Gy Waits 


et de méme toutes les autres identités (5). 

On apercoit, a priori, la nécessité de ces identités en remar- 
quant que, si la fonction inconnue w existe, les deux membres de 
celle écrite en évidence représentent, l'un 


d /du _ au 
dit\ ds}  dtds’ 


d (=) au du 


Vautre 


ds\dt)~ dsdt~ dtds" 

If. En supposant maintenant remplies toutes les conditions 
posées, les identités (5) entrainent évidemment les égalités (9); 
il en résulte que les équations de condition (8), qui sont toutes 
linéaires, fournissent non seulement sans ambiguité, mais encore 
sans contradiction, les seules valeurs admissibles pour les coeffi- 
cients inconnus Up» »,.,. du développement (6), a l'exception toute- 
fois du premier wo,9,..., 2 indices tous nuls, qui ne figure dans 
aucune de ces équations. On peut done choisir celui-ci arbitrai- 
rement; en adoptant ensuite pour les autres les valeurs fournies 
par la résolution de ces équations 

Am-1,n,... Om.n—1,... 


(10) Um,n,... = Pie = ante =e 
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on obtient une série dont les rayons de convergence sont au moins 


, 


‘eaux aux quantilés (4); car, en vertu de ces formules, tout sys- 


SY 


téme de valeurs de w, y, ... rendant 
mod(#—2#o), mod(y— jo), 


inférieurs 4 ces quantités, rendra le module de son terme général 
inférieur au plus grand de ceux des produits obtenus en multi- 
pliant par (c—2y), (y— jo), «++ les termes des développe- 
ments (7) ot les indices ont respectivement les combinaisons de 


valeurs 
CESK a Ss ily Sao) ath 


produits qui sont tous infiniment petits. 

D’ailleurs, et a cause des égalités (8), la somme de cette série 
jouit évidemment des propriétés voulues qu’expriment les iden- 
tités (2). 


Ill. Hest visible enfin que, si l’on chemine arbitrairement dans 
les aires (3) (171), les coefficients du développement fait a partir 
dea= Lis Y = yi, -.. de la pseudo-fonction qui a (6) pour pre- 
mier développement sont égaux, le premier a la valeur acquise 
en Zi, Vi, «+. par cette pseudo-fonction elle-méme, les autres a 
celles qu’on trouverait pour ..., Umjn,..., +++ en substituant x;, 
Vis +++ Lo, Yo, ».- dans les calculs de lalinéa précédent. Cette 
remarque compléte notre démonstration, en montrant que les olo- 
métres de la fonction u(x, v, ...) conservent les valeurs (4) dans 


2D) 


toute l’étendue des aires (3). 


209. Il faut y ajouter les observations cl-aprés. 


I. Quand les identités (5) ont toutes lieu, les fonctions (1) sont 
certainement ensemble les dérivées premiéres de quelque méme 
fonction de x, y, ...; ou bien, en d’autres termes, l’expression 


(11) U,da+Uydy+... 


est la différentielle totale premiére (167) @une certaine fonction, 
ce qui n’a pas lieu si Uz, U,, ... ont été prises au hasard. On 
ex prime habituellement ce fait en disant que l’expression (11) est 
une différentielle exacte, et lon nomme intégration de cette 
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différentielle [ou des équations (2)] lopération inverse de la diffé- 
rentiation, qui consiste 4 remonter a la fonction a laquelle cette 
différentielle appartient [ou bien qui satisfait aux équations (2)]. 

Par suite, les identités (5) auxquelles les fonctions données 
Uz, ... doivent avant tout satisfaire se nomment les conditions 
@intégrabilité de cette différentielle | ou des équations (2)]. 

Le mot intégration a deux sens bien différents qu’il ne faut pas 
confondre. Tantét il s’applique aux calculs exécutés dans le nu- 
méro précédent pour remonter au développement de la fonction 
demandée, suivis des recherches a faire pour la classer et en décou- 
vrir les propriétés essentielles quand elles sont inconnues; cette 
opération est au nombre des plus importantes de l’ Analyse et con- 
stitue une source inépuisable de nouvelles fonctions, de celles en 
particulier que nous aurons a étudier dans notre deuxiéme Partie. 
Tantét il s’applique aux procédés divers a Vaide desquels on 
peut exprimer la fonction obtenue, au moyen de fonctions 
déja connues quand la chose est possible; c’est un probléme tout 
autre dont le sort dépend des progrés réalisés dans la monographie 
des fonctions, au moment ot onse le pose. Dans les cas classiques, 
ce role de fonctions connues est joué, a peu prés exclusivement, 
par les fonctions rationnelles, les irrationnelles algébriques et les 
itranscendantes logarithmiques, exponentielles et circulaires ; nous 
les traiterons au commencement de notre troisiéme Partie. 


Hf. On nomme intégrale de la différentielle (11), quelquefois 
des fonctions (1) ou bien encore des équations (2), toute fonction 
a laquelle cette différenuielle appartient, ou bien ayant les fonc- 
tions données (1) pour dérivées premicres. 

Comme d’aprés les formules (10) tous les coefficients du déve- 
loppement d'une intégrale, sauf le premier, ne dépendent nulle- 
ment de celui-ci, mais seulement de ceux des développements des 
fonctions données Uz, ... qui les déterminent enticrement, la 
différence de deux intégrales se réduit a celle des premiers 
termes de leurs développements, cest-a-dire a une quantile 
constante. Inversement, toute intégrale en donne une autre 
quand on lui ajoute une quantité constante, d’ailleurs arbi- 
tratre. 

Ilen résulte que, si ’on connait une seule intégrale’u(x,y, ++), 
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toutes les autres sont données par la formule 
(12) WE, Vy, 5 00.) ae (ny pera eters 


ou C représente au fond une nouvelle variable, indépendante 
WERE parte 


IH. L’expression ci-dessus (12) est Vintégrale indéfinie de la 
différentielle (11), ou bien Vintégrale générale des équations (2), 
et se représente par le signe 


S(Uzda + Uydy +...), 


dont on se sert quelquefois pour noter une intégrale déterminée 
de la méme différentielle ou détermination particuliére de Vin- 
tégrale indéfinie ; cette derniére s’écrit alors 


(13) S(Uzgdz + Uydy +...)+C. 


Ces notations rappellent la propriété sommatoire des intégrales 
que nous ferons connaitre plus loin (235, inf.); elles n’en sont 
pas moins de qualité médiocre a cause des signes parasites dx, 
dy, ... dont elles sont compliquées; d’ailleurs la propriété dont 
il s’agit est d’une importance théorique a peu prés nulle; mais leur 
usage est tellement enraciné, que nous ne pouvons songer a en 
employer d’autres. 


IV. Dans les expressions (12), (13), la quantité C se nomme 
la constante arbitraire, parce qu'elle est effectivement constante 
relativement aux variables x, y,..., et que sa valeur est abso- 
lument indéterminée. En lui attribuant successivement toutes les 
valeurs possibles, on forme toutes les déterminations particuliéres 
de Pintégrale indéfinie. On obtient, par exemple, celle qui prend 


la valeur initiale wo... pourz = 2%, y =o, -+-5 en Satisfaisant 
ala condition numérique 


U0,0,... = REA, HA Oo a) =—— C, 
c’est-a-dire en prenant 

C — Uo,0,... — U(X, DAie oe 3) 
dou, pour la détermination dont il s’agit, 


UE a) = ee 6 See) == NCO ain oa ae 
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V. Ici se place une premiére application de |’ observation géné- 
rale faite au n° 175 (1). Si le cheminement seul peut faire con- 
naitre la valeur méme U( Li, Vi, ~.-) que prend en z;, y;,... une 
détermination donnée u(x, y, ...) de Vintégrale indéfinie (13), il 
n’est pas indispensable au calcul des autres coefficients du déve- 
loppement de u(x, y, ...) a partir de 2, 7, ..< 

Nous avons déja remarqué incidemment (208, IL) que ce nou- 
veau développement peut étre tiré de ceux analogues des fonc- 
tions (1), en procédant exactement comme pour obtenir le premier 
développement a partir de xo, 7, ..-, a cela prés que pour wy, 
nouvelle valeur initiale de u(x, y, ...), ilfaut prendre u(xj, yi, ..-) 
calculée par cheminement. 


VI. Quand les aires (3) sont imperforées, cas auquel les fonc- 
tions données (1) y sont monodromes et, par suite, olotropes dans 
le vrai sens de ce mot (173), Pintégrale indéfinie y Joutt cer- 
tainement de la méme propriété. 


VII. Remarquons enfin que l’intégrale indéfinte cesse néces- 
sairement d’étre olotrope, quand quelqu’une des fonctions 
données (1) cesse elle-méme de l’étre. Car, si Vintégrale restait 
alors olotrope, ses dérivées premiéres le seraient toutes aussi, 
contrairement a l’hypothése (165). 

En d’autres termes, les phases singulicres d’une intégrale 
indéfinie sont fournies a priort par celles des fonctions inté- 
grées, fait particulier conforme a ce que nous avons annoncé 
depuis longtemps en termes généraux (138). 


210. On a démontré que les conditions d’intégrabilité (5) ne 
sont pas indépendantes les unes des autres, c’est-a-dire que la 
réalisation d’une certaine partie seulement d’entre elles entraine 
celle de toutes les autres. Mais les résultats de cette discussion 
nous sont inutiles. 

Elles sont évidemment satisfaites, quand chacune des fonc- 
tions données (1) dépend exclusivement de la variable qut lut 
sert d’indice, car alors tous leurs membres se réduisent identi- 
quement a 0. Ce cas d’intégrabilité est fort intéressant, et on le 
spécifie en disant que dans la différentielle (11) les variables 


sont sépareées. 
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Q11. La méthode suivie au n° 208 s’applique presque textuel- 
lement A la solution de cette question un peu plus générale. 


Trouver une fonction u(x, y, --+) qui ait pour diverses dé- 
rivées d’un méme ordre total K autant de fonctions données 


desh variables x, vy, .... 
(14) oeege Upgs ee ee CD etree tee 


cest-a-dire qui satisfasse aux équations différentielles simul- 
tanées d’ordre commun K, 


(ny) 


oie [wllanes ae we letokel @ 1®6(fe) 6) 6s 4) lela. wisi avin airsiete 


Le sujet est si facile, que nous nous contenterons d’indiquer les 
principales conclusions auxquelles conduit son étude. 


1. Ensupposant, bien entendu, toutes les fonctions données (14) 
olotropes (au moins localement) dans les aires (3) et avec les olo- 
métres (4), et les développant a partir d’un méme systéme de 
valeurs initiales des variables Loy Yo, +--+, Videntification de ces. 
séries avec le développement semblable de la fonction cherchée, 
conduit a une suite indéfinie de groupes d’équations de condition 
toutes linéaires par rapport aux coefficients inconnus de ce dernier 
développement. 

Ces équations ne contiennent pas ceux de ces coefficients dont 
les indices donnent des sommes inférieures aK e¢ gui, par suite, 
demeurent entiérement arbitratres ; mais elles fournissent les va- 
leurs de chacun des autres, cela d’une seule maniére quand h=1, 
mais habituellement de plusieurs quand h est >1. 

Dans ce dernier cas, la concordance numérique constante des 
divers résultats dépend de la satisfaction des identités préalables, 
ou conditions d’intégrabilité, 


AUpozie. & dUp-1,Q,... 


dy aie +) (P+Q+...=K-+1), 


dont la nécessité est d’ailleurs visible a priori. 


Mf. Quand ces conditions sont remplies, V'identification devient 
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possible et fournit pour la fonction inconnue un premier dévelop- 


pement ayant des rayons de convergence au moins égaux aux 
quantités (4). 


Ill. De ce premier développement on peut déduire les subsé- 
quents, en calculant les valeurs de la fonction inconnue et de ses 
dérivées d’ordres totaux inférieurs 4 K par cheminement, mais 
celles de ses autres dérivées par de nouvelles identifications ana- 
logues acelle faite ci-dessus en 2, 79, .... On voit ainsi que toute 
détermination de la fonction inconnue est localement olotrope 
aussi longtemps que les fonctions données (1 4) le sont elles-mémes. 


IV. La solution la plus générale du probléme s’obtient en 
ajoutant a une solution particuliére choisie a volonté un po- 
lynéme entier de degré K—1, en x, y, ..., ayant pour coeffi- 
cients des constantes arbitraires (209, IV). 


Son expression est ainsi une fonction, tant des variables primi- 
tives 2, v, ... que des nouvelles variables constituées par les 
constantes arbitraires, mais essentiellement linéaire par rapport 
a ces derniéres. On peut aussi la nommer lintégrale indéfinie 
de la différentielle totale exacte d’ordre K 


(16) SPU (anda. ear ay? ...|, (p+q+...=K). 


Crest lintégrale générale des équations différentielles (15). 

On la note quelquefois elle-méme, ou quelqu’une de ses dé- 
terminations particuliéres, en faisant précéder par K signes f la 
notation de la différentielle. 


V. Pour la cause indiquée au n° 209 (VII), chaque détermi- 
nation de cette intégrale indéfinie cesse d’étre olotrope aussitot 
que quelqu’une des fonctions (14) entre dans une phase sin- 
guliére. 


212. De méme qu'une différentiation d’ordre quelconque peut 
étre décomposée en différentiations du premier ordre superposées, 
Vintégration de la différentielle totale (16) d’ordre K peut se 
résoudre en des intégrations réitérées de différentielles pre- 
mieres. Il y a habituellement avantage a voir les choses de cette 


M. — I. 12 


178 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 
manicre, et quelques mots suffiront pour montrer comment elles 
se passent. 
Soit, pour fixer les idées, a calculer 
u(2, y) =Sfff [Uso dx? +- Uz, da? dy a= U,.dxz dy* == Uo,s dy? |, 
avec les conditions d’intégrabilité 


aU; 0 dU, 1 dU, 1 AU, 2 AU; 6 dV 0.3 
(a) Bae, Sat os, = 


dy dx dy dx ay. aa 


el DOMMONS Wyo, Uy,14, Uo,2 les dérivées secondes de la fonction 
cherchée wu. 
A cause des relations évidentes 


dus 

oa =U 595 
duy 9 a4 

Tt = Uns 


et de la premiére condition d’intégrabilité, la différentielle pre- 
micre 

Us,0 dx +- Uz dy 
est exacte, etlona 


U2,9 = S[Us3,0 ant + Us, dy | = Uso == Coo, 


U,,» désignant quelque détermination particuliére de cette inté- 
grale indéfinie et Cy) une constante arbitraire. En appelant de 
méme C,,,;, Co,» d’autres constantes arbitraires et U, 1, Uo,2 des 
déterminations particuliéres des intégrales indéfinies des diffé- 
rentielles 

Unide+ Ui 2dy, Ui,de+Uo3dy, 


qui sont exactes comme la précédente a cause des deux derniéres 
conditions (17), il vient aussi 


uyj1= Uy r+ Ci, uo,.2 = Uo,2 + Coo. 


Cette opération ascendante, poursuivie avec des notations ana- 


logues et dans des conditions de possibilité qui sont évidentes, 
conduit successivement a 


2 Ci 4 
Sel ra Sia: Cy 0, 
eine i aie ete 
Onl U11a2 + Uo.9 ye Onltat : IS pee ei CONT 


“1,0 = S[ U2, dae ui ay | = U,o+ 
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puis finalement a 


uU=Sf[U1 dx + uo dy) 


Cit ‘ Cos ; Co 


1 A 
s ie 1 
, [.2 ae ae 1 ani ¥ + Coys 


en appliquant les régles évidentes de Vintégration des polyndémes 
entiers (215, IV, inf.). 


213. Dés les premiéres définitions (155) (165), nous savons que 
les dérivées d’une fonction demeurent olotropes aussi longtemps 
que celle-ci. Nous pouvons maintenant compléter cette remarque 
par cette autre: Quand la fonction cesse d’étre olotrope, elle a 
certainement dans chaque ordre une dérivée au moins gut 
entre en méme temps dans une phase singuliére. Car si dans 
Pordre K les dérivées restaient toutes olotropes, la fonction, con- 
sidérée comme une détermination particuliére de l’intégrale indé- 
finie de sa différentielle totale d’ordre K, ne pourrait manquer 
d’étre aussi olotrope (211, HI), ce qui est contraire 4 Vhypothése. 


214. Pour chaque développement de l’intégrale, on peut sup- 
poser, dans tout ce qui précéde, que les notations (4) représentent 
les plus grands rayons de convergence communs a tous les déve- 
loppements des fonctions données construits a partir des mémes 
valeurs initiales de z, vy, .... Ces plus grands rayons donnent 
donc les valeurs maximums des rayons de convergence du déve- 
loppement de Vintégrale; car, si celui-ci en possédait de plus 
grands, ils appartiendraient a ceux de toutes ses dérivées (155) 
(165), en particulier 4 ceux des fonctions données (14). 

On remarquera la concordance parfaite de cette conclusion 
avec le théoréme général du n° 201, d’ou nous aurions méme pu 
la déduire immédiatement. Elle s’étend sans plus de difficulté a 
toutes les opérations analogues que nous traiterons encore dans 
ce Chapitre, et nous nous dispenserons de Ja reproduire 4 nouveau 
pour chacune. 


215. Quand h, nombre des variables indépendantes, se réduit 
4 1, aucune condition d’intégrabilité n’intervient plus et Pon peut 
dire en gros que toute fonction olotrope d’une seule variable 
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est la dérivée de tel ordre qu’on voudra de quelque autre fonc- 
tion olotrope de la méme variable. 

Ce cas particulier, déja remarquable par sa simplicité et cette 
absence de toute restriction, l’est bien davantage par cette cir- 
constance que tous les autres peuvent y étre ramenés (220, inf.), 
et c’est sur lui que se formulent la plupart des régles de ’intégra- 
tion. Voici ce que nous pouvons en dire actuellement. 


1. En représentant par 
U(x) = ao + a,(@ — 4) +... + Om(L—2)™+... 
le développement de la fonction a intégrer, on trouve immédia- 
tement (208) 


fU(2)\dx=C+ <* (@ — 2) + A (e@—m)P+... 


Am 
aS G5 (3 os Vee 
cere 0) ; 


puis (211) (212) 


Sf U (a) dx? = Cy + Cy (2 — x)  (x@—a)P+... 


Am 
| GR m-+2 
CEE Gorse RSG 


ROMO m Sere Mh Ces Nie Fx eC Ser CE OOM EE Cars eC) CLK eC CON eC Te enerecet, Cerys 


ot! C, Cy, C,, ... sont des constantes arbitraires. 

Comme chaque intégration multiple par un facteur infiniment 
petit le coefficient du terme général du développement, la con- 
vergence de lasérie devient de plus en plus rapide; il arrive méme 
fréqguemment que des valeurs de x (situées sur le cercle commun 
de convergence) font a la fois diverger les développements de la 
fonction et de ses premiéres intégrales, conyerger au contraire 
ceux des intégrales subséquentes. 


IL US?) ensappelant- aynan ens ag des constantes quel- 
conques, on a identiquement 


(18) U(x) = aU; (@)+ a, U2 (#7) +... +agU g(x), 
on aura pareillement 
SU(«@) dz = a, fUi(7)dx+...+ agfUg(x) dz. 
Crest ce que rendent évident, soit le développement simultané 


a 
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des deux membres de cette formule fait comme ci-dessus (1) en 
tenant compte de la relation (18), soit ce simple fait que les déri- 
vées de ces deux membres sont identiquement égales (166) a cause 
de cette méme relation. 

En particulier, si le nombre des constantes et des fonctions 
simples se réduit 4 1, il reste 


fi CAW) (adap) (ariidiaes 


On peut ainsi faire sortir tout facteur constant de dessous 
le signe @intégration. 

Si les constantes considérées se réduisent les unes 4 +1, les 
autres a —1, il vient 


an ASIA os BAC ee oeea ic 


S22 (Wha )Ghe == I Ua (GP) GhPSE. 4 x 

Cette transformation se nomme L’intégration par décomposi- 
tion. 

Dans ces diverses formules, nous ne mettons en évidence 
aucune constante arbitraire, parce que chaque intégrale indéfinie 
en contient une virtuellement. Elles ne veulent pas dire qu’une 
détermination quelconque du premier membre est égale 4 une 
quelconque du second; elles signifient simplement que /’ensemble 
des fonctions de x contenues dans le premier membre se con- 
fond avec celui des fonctions contenues dans le second. Ces 
deux observations sont applicables a toutes les formules contenant 


des intégrales indéfinies. 


Il. La pratique du calcul des intégrales indéfinies consiste a 
les exprimer au moyen de fonctions déja connues chaque fois 
qu’on le peut. Elle exige avant tout qu’on ait assez bien fixé dans 
sa mémoire les dérivées des fonctions connues les plus simples, 
pour pouvoir les reconnaitre quand elles viennent a se représenter 
comme fonctions 4 intégrer et écrire immédiatement leurs inté- 
grales. Cette opération empirique se nomme Pintégration a vue. 

La seule que nous puissions exécuter actuellement est celle ot 
la fonction placée sous le signe dintégration est un mondme x? 
dont l’exposant pest un entier positif ou négatif, mais non = — 1. 
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On trouve alors (157, 2°) (209, IT) 


gyti 


ies 


(20) fav. da = + CG, 


formule qu’on obtiendrait encore en développant x? par la for- 
mule de Taylor et opérant comme dans I’alinéa I. 

Le cas de » = —1 conduit a une transcendante, le logarithme 
népérien, que nous ne connaissons pas encore. 


IV. Quand aucun des entiers ,, po, .--, Pg nest égal a —1, 
Ja combinaison de la formule (20) avec les régles de Valinéa Il 
conduit a la formule plus générale 
a, 


ag 
TAA P giigtt C 
va +I Bgl 


S (a, 21+... + agus) dx = 


qui opére en particulier l’intégration immédiate d’un polynéme 
entier. 

Nous exposerons ailleurs (270, 333, inf.) les autres régles 
usuelles de Pintégration pratique. 


216. Dés a présent, nous attirons toute l’attention du lecteur 
sur la méthode que nous avons employée pour la premiére fois 
aux n° 208, 211, parce que nous n’en appliquerons presque pas 
d’autre dans les Chapitres suivants, ot nous aurons 4 traiter les 
questions les plus importantes de |’ Analyse infinitésimale. 

Elle consiste essentiellement, quand il s’agit de découvrir 
quelque fonction olotrope inconnue, a admettre provisoirement 
son existence, a calculer ensuite d’aprés cette hypothése et au 
moyen des conditions que la nature du probléme lui impose, les 
seules valeurs numériques admissibles pour les coefficients de son 
développement, a prouver ensuite que la série ainsi obtenue pos- 
sede quelque systéme de rayons de convergence tous différents de 
zéro (c’est habituellement la partie la plus difficile de l’opération), 
a vérifier enfin aprés coup que la somme de cette série remplit 
effectivement les conditions voulues. 

Cette méthode n’est donc pas autre chose que celle connue dés 
les premiers éléments sous le nom de Méthode des coefficients 
indéterminés et qui rend tant de services dans les circonstances 
les plus nombreuses et les plus variées. Elle en différe cependant 
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en ce que les équations a résoudre pour calculer les valeurs des 
coefficients inconnus sont comme eux en nombre illimité, en ce 
que ce sont des séries qui fournissent la solution du probleme et 
quil y a ainsi a se préoccuper de leur convergence. 


Intégration des différentielles incomplétes. 


217. Sous ce titre, nous comprenons tous les problémes par- 
ticuliers du calcul inverse des dérivées qui ne rentrent pas dans 
les deux cas auxquels nous avons consacré le paragraphe pré- 
cédent. Voici le plus intéressant d’entre eux : 


TVOUVIO UNE JORCLION WCE. Vy 505 Bi yoy, son) des eva 
FiGCles E, Vanes EL Ces he-autres. vapribles-@ y's». Guide 
pour dérivées premieres par rapport a celles du premier groupe 
les h fonctions données 


(1) Ux(2,y, orrelsery L,Y’, s+), Uy(a2,y; OT) BaD 5 ++); 


Nous distinguerons les réles bien différents que les diverses 
variables jouent dans la question, en appelant principales celles 
du premier groupe x, vy, ... et paramétriques celles du se- 
cond xz’, y’, .... Daprés cela, il s agit .de faire naitre a la 
fots les tdentités 


du ee 
Fg Uther Is cy By eds 
ey a = Uy (2,7; Es ), 


sa iaice ses sé 6 54-eele tel 6. © .0; Wire) «ai .<\ (9) ee. '4ene 


équations différentielles formant un systéme immédiat partiel 
aux h variables principales x2, vy, ..., aux l' variables para- 
métriques x’, y',..., et ala fonction inconnue unique u nen- 
trant dans aucun de leurs seconds membres, ni par elle-méme, 


ni par ses dérivées (Chap. XII, inf.). 


I. Le développement de la fonction inconnue en une série 
entiére par rapport aux h + h! différences («7 — Bye —Yo)s eile 
(a’— 2’), (y'—y)), «++ suivi de Videntification de ses dérivées 
premiéres par rapport aux variables principales x, y, -.- avec 
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les développements semblables des fonctions données (1), four- 
nira encore une suite illimitée d’équations linéaires a résoudre 
pour avoir ses coefficients ..., Um,n,...jmyny0 ttt: 

Aucune de ces équations ne contient les coefficients 


(3) oety UO. Oycves M0 Ft sone? 


dont tous les indices principaux m,n, ... se réduisent a zéro 
et par suite ils restent absolument indéterminés. 

Mais, pour chacun des autres, les mémes équations fournissent 
une valeur soit unique, quand h, nombre des variables, se réduit 
4 1, soit multiple (habituellement) quand / est >1. 

Dans ce dernier cas, la concordance de ces yaleurs multiples 


- i=) ee Tae Baa p 
doit étre assurée par les oe conditions d’intégrabilité préa- 
es 


lables 

dU; _ dU; 
(4) ae gr i aa reas 
ou ..., (s, ¢), --- sont les diverses combinaisons deux a deux 
des h variables principales z, vy, ..., et dont la nécessité s’apercoit 
a priort comme pour celles trouvées dans le paragraphe précédent. 


Il. En les supposant satisfaites, et en attribuant : premiérement 
aux coefficients (3) des valeurs arbitraires, mais cependant de na- 
ture a faire de la série partielle, en (a'— x), (y'— 4); «+> 
seulement, formée par les termes du développement de 
Uy Voss Cy Ose) Queguelsiils appartiennenimles pre 
mier développement dune fonction des variables parameé- 
triques Uo,o,...(@', y', ».-) olotrope (au moins localement) dans 
les aires out les fonctions données (1) sont supposées UV Etre et avec 
les mémes olométres, deuxiémement aux autres coefficients, les 
valeurs calculées ci-dessus sans ambiguité et sans contradiction, 
puis, en raisonnant comme dans le paragraphe précédent, on trouve 
sans difficulté que la série entiére en (a — xo), (y —4o); «+ -, 
(2'— 25), (y'— 7), «++ ainsi obtenue est le premier dévelop- 
pement d'une fonction des h+h' variables de la question, 
qui est localement olotrope dans les mémes aires et avec les 
mémes olomeétres que les fonctions données (1) et la fonc- 


: ‘age : : ; 
t1ON Uo,o,...(£', y', »»-); on trouve enfin qu’elle donne bien lieu 
aux identités voulues (ani 
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IH. On exprime encore que les conditions d'intégrabilité (4) 
sont salisfaites, en disant que la différentielle totale 


We Laie Seg ee Una Vy ere, DEN Wd coh NAY. ate 


aux h variables principales x, y,..., aux l' variables para- 
WCET WEA) Rony ESE CLACIC. 


On appelle aussi intégrale indéfinte de cette différentielle et 
Pon représente par 


(5) i Uede Udy ay.) 


expression générale des fonctions olotropes, tant des variables 
paramétriques que des variables principales, qui donnent lieu aux 
identités (2). Crest Vintégrale générale des équations (2). 

Dans le développement de la fonction w, la somme des termes 
qui ont les quantités (3) pour coefficients est une fonction arbi- 
traire des variables paramétriques zx’, y’, ..., tandis que celle des 
autres termes est une fonction dex, y,..., z',y’,...quidépend 
seulement de la nature des fonctions données (1) et nullement de 
ces quantités. Il en résulte que la différence de deux détermi- 
nations de Vintégrale indéfinie (5) se réduit toujours a quelque 
fonction des variables paramétriques x', y', ... seulement, et 
par suite qu’on obtient une expression de cette intégrale indeé- 
finite, en faisant la somme 


WH» en op0G HF Wig, Coe OE ane as) 


de V une de ses déterminations particuliéres'u(a,y, -..,@', 9", ++) 
choisie a volonté et d’une fonction arbitraire c(x', y', ...) des 
variables parametriques. 


IV. On peut dire en gros que les calculs cowrants ne sont pas 
compliqués sensiblement par cette présence de variables paramé- 
triques dans Vintégrale (5), dont nous venons d’analyser les effets. 


218. On arrive a des conclusions analogues, en supposanl que, 
dans la différentielle totale d’ordre supérieur K du n° 211, les 
fonctions Up 4... dépendent aussi des variables paramétriques x’, 
y/, .... Il est éyident, par exemple, que son intégrale indéfinie 


s’obtient en ajoutant 4 quelque détermination particuliére un 
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polynéme entier de degré K —1 par rapport aux variables princi- 
pales v, y, ..-, dont les coefficients sont des fonctions arbitraires 


des variables paramétriques 2’, v7’, ...-. 
I 


219. Une certaine décomposition d’une différentielle quel- 
conque, accompagnée de la transformation temporaire d’une 
partie de ses variables principales en variables paramétriques, 
permet d’opérer dans son intégration un fracuonnement que nous 
allons expliquer pour le premier ordre seulement. 

Soit done a intégrer la différentielle totale (11) du n° 209 que 
nous supposerons exacte, puis, pour fixer les idées, ne dépendre 
que des quatre variables x, y, z, ¢; posons 


.u= f[Urdx + Uydy + Uz,dz + U; dt], 


et considérons l’ensemble de quelques termes seulement de la 
différentielle, les deux premiers par exemple 


U,dzx + Uydy. 


Cette expression est une différentielle totale aux deux variables 
principales 2, vy, aux deux variables paramétriques 2, t, qui est 
exacte a cause de Videntité 


dU, | dUy 
Tey BE ae! 


dy “ae 
une des conditions d’intégrabilité de la différentielle proposée. 
La fonction inconnue west donc comprise dans l’intégrale indéfinie 


S[Urde + U,dy], 


puisque celle-ci renferme toutes les fonctions de xz, y, z, ¢ 
ayant U,, Uy pour dérivées premiéres par rapport a 2, 7, c’est- 
a-dire de la forme 


(6) F(a, 7, 4,.¢)-- €(2, ©); 


F désignant quelque détermination particuliére de cette derniére 
intégrale et c(s, ¢) une fonction inconnue de z, t seulement y 
jouant le role de variables paramétriques, fonction qu’il faut main- 
tenant choisir de maniére que Vexpression (6) ait aussi U,, U, 
pour dérivées premiéres par rapport a sg, ¢. 
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On y réussira évidemment en assujettissant la fonction oz, t) 
i salisfaire aux équations différentielles 
dc d¥ 
—— = U,(@ z, l)— — 
dz AE ae) dz” 


de d¥ 
dt = Us (2 Ys 4’, t)— dat 


? 
dont les seconds membres se trouvent étre indépendants de x, y. 
Car, en prenant par exemple la dérivée du dernier par rapport a z, 


on trouve 
dU; ad ak aU; dU, 
dx dt dx dx aoe 


fonction de x, y, 2, ¢ qui est identiquement nulle a cause de 
Videntité 

aUx _ dUe 

dt ie 


autre condition d’intégrabilité de la différentielle proposée; de 
méme pour vy, de méme poar l’autre second membre (194). 
En outre, la différentielle 


(7) (U.—)az+(u — 5, )a 


dz dt 


est exacle, parce que son unique condition d’intégrabilité 


dU; a@F _ du; aE 
dt deadtia de Tazdé 


se réduit a 
dU; _ dU, 
dim ada 


autre condition d’intégrabilité de la différentielle proposée. 

On obtiendra donc la fonction ¢(s, ¢) en prenant l’intégrale 
indéfinie de la différentielle (7) aux deux variables z, ¢ seule- 
ment; d’ou, si l'on nomme'c(z, ¢) une de ses déterminations et C 
une constante arbitraire, 

OCs, y=" eCey O)a= Gr 
puis 
u=F(a,y, 5, t)+'e(z, t)+ C. 


L’intégration de la différentielle (7) pourrait encore étre frac- 
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tionnée de la méme maniére; et ainsi de suite, siles variables de la 
proposée étaient plus nombreuses. 

On voit ainsi, d’une maniére générale, qu’en décomposant le 
nombre / des variables indépendantes d’une différentielle exacte 
en une somme h,+h.+...+hg de parties quelconques, son 
intégration peut étre décomposée en celles de g différentielles 
semblables ne comportant respectivement que hy, hz, ..-, hg 
variables principales. . 

Il est vrai que, sauf une, toutes ces différentielles sont 
compliquées de variables paramétriques coexistant avec leurs 
variables principales. Mais nous avons déja dit (217, IV) qu’en 
fait cela n’a rien de génant, du moins dans les calculs ordinaires. 


220. Habituellement on fait toujours g=h, dou 


lin lip, =o so = hea =, 


parce que le cas ot h=1 est a la fois irréductible et le plus 
simple; c’est la décomposition a laquelle nous avons fait allusion 


plus haut (215). 


221. Un premier élargissement de la question traitée au n° 211 
p 5 q 

donne l’énoncé du probléme suivant, dont il nous suffira d’es- 

quisser la solution : 


Assigner toutes les fonctions dont telles ou telles dérivées 
d’un méme ordre total donné K sont égales a des fonctions 
(olotropes) données de x, y, ... 


I. La possibilité du probléme exige l’intervention de certaines 
conditions d’intégrabilité qui se formeront toujours, en cherchant 
les dérivées de moindres ordres de la fonction inconnue qui 
puissent étre considérées comme des dérivées de plusieurs des 
dérivées données, et en égalant identiquement pour chacune les 
diverses expressions qu’on en trouve en différentiant convenable- 
ment les fonctions données. 

Le nombre de ces conditions dépend de ceux des variables et 
des dérivées d’ ordre K qui sont ainsi données. II est nul quand le 
nombre de ces derniéres se réduit a1; il atteint sa plus grande 
valeur quand elles sont toutes données comme au n° 211. 


CHAPITRE VIII. — CALCUL INVERSE DES DERIVEES. 189 


Il. Comme dans les cas précédemment examinés, la méthode 
des coefficients indéterminés (216) fournit une infinité de coeffi- 
cients du développement de la fonction inconnue, mais elle laisse 
entiérement arbitratres tous ceux des termes de degrés <K, 
une partie de ceux des termes de degré K et une infinité de 
ceux des termes de degrés > K. 

Il s’introduit ainsi dans Vexpression générale de la fonction 
cherchée des éléments dindétermination consistant en des con- 
stantes et fonctions arbitratres dont le nombre et la nature dépen- 
dent des circonstances. Nous l’avions déja constaté d’une maniére 
plus précise aux n° 217, 218, ot nous nous trouvions dans des 
cas que celui-ci comprend aussi. 


IT. Comme au n® 212, des intégrations successives de différen- 
tielles totales premiéres, fractionnées au besoin par la méthode 
du n° 219, conduiraient encore a l’expression générale de la fonc- 
tion cherchée. 


222. Une derniére extension de la méme question donne 
Pénoncé suivant, qui comprend tous les cas imaginables du calcul 
inverse des dérivées : 


Trouver toutes les fonctions dont des dérivées d’ordres quel- 
congues donnés (égaux ou inégaux) sont égales a des fonc- 
tions données. 


Les conditions d’intégrabilité s’obtiendront toujours, en identi- 
fiant dans les moindres ordres totaux les expressions diverses 
de chaque dérivée de la fonction inconnue qui pourraient étre 
déduites, par des différentiations différentes, de plusieurs des fonc- 
tions données a la fois. 

Pour remonter ensuite a la fonction inconnue, on pourra, entre 
autres méthodes, chercher la fonction la plus générale que déter- 
mineraient celles des dérivées données qui sont de l’ordre total le 
moins élevé (221). Aprés quoi, il ne reste plus qu’a restreindre l’in- 
détermination des fonctions arbitraires contenues dans l’expres- 
sion provisoirement obtenue, en égalant aux autres fonctions 
données ses dérivées des ordres voulus. 

Comme dans tous les cas plus restreints précédemment exa- 
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minés, les fonctions qui répondent a la question restent locale- 
ment olotropes dans toutes aires ot les fonctions données et 
celles arbitraires introduites par Vintégration le sont toutes 
elles-mémes. Ce point essentiel résulte en substance de ce que 
nous n’obtenons jamais les fonctions cherchées que sous forme 
de séries enticres par rapport aux accroissements des variables. 
Pour en faire une démonstration détaillée, il suffirait de raisonner 
comme nous |’avons fait dans les cas dont nous avons donné une 
étude complete. 


223. Il serait oiseux d’insister davantage sur des questions aussi 
faciles; nous nous contenterons d’éclaircir, par les exemples sui- 
vants, les indications données dans les deux numéros précédents. 

I. On donne 


du 


dx dy = Ui (2, Y)- 


Ici aucune condition d’intégrabilité ne s’impose; une premiére 
intégration (par rapport ay) donne (217) 


du 


aE == SUin dy = Uz 0(2, JY )+'1,0(2);5 


une derniére (par rapport a 2) conduit a 
U= fUio dx + f'c19(x2) dx 
= Uo,0(%, ¥) + €1,0( 2) + Cor(y); 


Ui,0, Uo, désignent des déterminations particuliéres des inté- 
grales indéfinies successivement rencontrées ; ‘Cy 9(2) et par suite 
C1,o(@) sont des fonctions arbitraires de x; ¢),,(y) en est une 
autre de vy. 


Il. On donne 


du du 
A Ui 0(2%, 7), ae Uo2(z, y)- 
Il y a une condition Wintégrabilité en jeu, parce que ae 
i dx dy? 


peut étre obtenue de deux maniéres; elle est 


AU 40 eam AVo.2 
ay dir 
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L’intégration de la premiére équation donne 


u= Uoo(@, ¥) + Co,0(7); 


Uo, désignant une détermination de SUs,0dx, et coo(y) une 
foncuon de y seulement, a particulariser de maniére que l’autre 
équation soit satisfaite. Il faut pour cela que 


da Co.0 


a? Upo 
dy? dp 


dy? ae Us(y), 


= Uo2(a, P= 


parce que za disparu du second membre de cette équation a cause 
de la condition @’intégrabilité (raisonnement du n° 219). 
Deux intégrations par rapport a y exécutées consécutivement 
donnent 
deo.o 


ay =JfUe(y) dy =Ui(y)+ Gi, 
Co,0(¥) = FLUi(y) + Ci] dy = Un(y) + Co+ Gry. 


On en conclut définitivement 
a Uo o(2, V) a Uo(y) SS Gj -= Cyy, 


Cy, CG, désignant deux constantes arbitraires et Uy, Uy) deux 
fonctions l'une de x, y, l'autre de y seulement, a choisir une fois 
pour toutes parmi les diverses déterminations dont elles sont sus- 
ceptibles. 


223 bis. Comme nous le verrons dans la quatriéme Partie de 
cet Ouvrage, |’évaluation de l’aire découpée dans un plan par un 
arc de ligne plane, les ordonnées de ses extrémités et l’axe des 
abscisses, exigent le calcul de la fonction qui a pour dérivée Vor- 
donnée d’un point de cette ligne, considérée comme une fonction 
de son abscisse. A cause de cela, on a donné le nom générique de 
quadratures aux diverses opérations du calcul inverse des déri- 
vées, en appliquant toutefois d’une maniére plus spéciale a l’in- 
tégration d’une différentielle totale premiére donnée. 


Indépendance relative de différentiations et d’intégrations 
successives. 


994 Dés la nomenclature des dérivées (158), nous savons que 
le résultat de dérivations d’ordres et de natures quelconques ne 
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dépend pas de leur mode de succession. Méme observation s’ap- 
plique, du moins en général et sous certaines conditions évi- 
dentes, & une superposition quelconque de pareilles opérations 
et de celles inverses étudiées dans ce Chapitre, c est-a-dire 
aintégrations. 

L’étude compléte des deux cas particuliers ci-aprés suffira am- 
plement a l’intelligence de la chose, ainsi qu’a tous nos besoins 


ullérieurs. 


295. Si la différentielle 
(1) Ux(2, y, 2)da Uy(a, y, 2) dy 
est exacte, Cas auquel cette aulre 


dU aU 


x Y: ¥s 
dz oor dz y 
Vest évidemment aussi, ona 
d Lif fae dUy 
) qq Slade + Uydy)= f| dz Peo dz dy], 


cetle relation signifiant qu’aucun membre n'a de détermina- 
tions (olotropes) qui wappartiennent aussi a l’autre. 


Si u(a, 7, 3) désigne quelque détermination particuliére de 

ere : eee sae . du 5 

Vintégrale indéfinie de la différentielle (1), “dg en est une aussi 
& 

du premier membre de la relation (2) et du second également a 


cause de 


addu_d du GAUIe d du d du dUy 


— ? 


dx dz dz dw dz dy dz ~ ds dy dz : 


En appelant donc c(z), ¢,(z) deux fonctions olotropes arbi- 
traires de s seulement, 


du | dc(z) du 
ils”  Ghe * dz ee.) 


seront les formes générales des deux membres de cette relation. 
Or ces expressions ne renferment que les mémes fonctions; car 


c(z) ayant été déterminée, on rendra c, (2 \e= eae en prenant 
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c,(s)=c'(s); si au contraire c’est c,(s) quia été d’abord déter- 
dc(z) 


minée, on rendra 7 =e1(%), en prenant c(s)= fc,(z)ds. 


996. On a dans le méme sens 


S [ds f(Ux,zdx + Uy,.dy) + dt f(Uzidx + Uyrdy)] 
= f[ dx f(Uz,.d3 + Ux.dt)+ dy f(Uy,,dz + Uy. dt), 


Ui; 


... désignant des fonctions des quatre variables x,y, 5, t, 
pourvu que la nature relative de ces fonctions et le choix des 
fonctions arbitraires rendent exactes toutes les différentielles 
aintégrer successivement. 


La possibilité supposée des intégrations (quand bien méme on 
ne la connaitrait que pour un seul membre) assure évidemment 
Vexistence de quelque fonction olotrope u(x, vy, 5, ¢) jouissant de 
la propriété d’avoir Uz,-, U,,z, Ux,c, Uy,2 pour dérivées secondes 
par rapport Ue Cts, WCU Zee el ty elt, respeclivement; et cette 
fonction est évidemment une détermination particuliére tant du 
premier membre que du second. 

En appelant cz(, ¢), c¢(2, ¢) deux fonctions de z, ¢ seulement, 
entiérement arbitraires sous la seule condition de rendre exacte 
la différentielle c,dz-+c,dt, et ¢(x, y) une fonction arbitraire 
de x, y seulement, la forme générale du premier membre est évi- 
demment 


ut f(e,dz + edt) +-c(2, y); 
celle du second est pareillement 


(3) Ut f(Yxdx + yydy) +i (4, £); 


et ces deux expressions renferment encore les mémes fonctions. 
Car pour rendre, par exemple, la seconde identique a une détermi- 
nation donnée de la premiére, il suffit de prendre 


y=f(e,ds+cdt), Yex= >> w=z 
et de choisir convenablement la détermination de l’intégrale indé- 


finie-qui figure dans expression (3). 
lp ale 13 
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Intégrales définies simples. 
227. En appelant 
F (op 95- 00) 


quelque détermination particuliére de Vintégrale indéfinte 
de la différentielle totale premiére a h variables, supposée 


exacte, 


(1) Uz,dx+Uydy-+..., 
puts 
(2) ae GAM oltog 


des chemins commeneant en 

(3) Lo, Yo, ses 

finissant en 

(4) ae 

et tracés arbitrairement dans des aires 
Sabi ee 


ou toutes les fonctions Ux, Uy, ... restent, bien entendu, loca- 
lement olotropes, la différence 


(5) F(X, Ye -.-)— F(a, Yo, $a5) 


des valeurs initiale et finale de F(a, y, ...) calculée en mar- 
G bas f lof A 

chant sur les chemins (2) (171) (172), conserve la méme valeur 

quand on substitue a cette fonction toute autre détermination 

F(z, y, .--) de la méme intégrale indéfinie. 


Comme, en appelant C quelque quantité constante, on a iden- 


tiquement (209, IT) 
By (2,7, bao) SS l(a ..) +0, 
on aaussi au commencement et a la fin des chemins (2) les égalités 


F, (20, Yo) see) NL Carona ao a C, 
F(X. Vp 2.2) Se ete 


* 
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dont la soustraction membre A membre conduit A celle qu'il fallait 
prouver. 


228. La différence (5) se nomme l’intégrale définie de cette 
différentielle, prise sur ces chemins d’intégration, entre les 
limites inférieures (3) et supérieures (4). On la représente par 


XeYen 
(6) ff " Wrde + Uydy +...) 


Ooo 


en remplacant quelquefois les limites par tel autre signe rappelant 
mieux les chemins a suiyre. 

Elle dépend ainsi de ses limites (3), (4), considérées comme 2h 
variables indépendantes, et peut changer de valeur avec la forme 
des chemins d’intégration. C’est donc, en réalité, ce que nous avons 
appelé une pseudo-fonction des limites (172) et confondu avec 
une fonction véritable sous des restrictions qu'il ne faut pas 


oublier (175, IV). 


Les équations fondamentales 
Ae i>) = U2, Vs); sey 


montrent immédiatement que cette fonction (6) a 


U(X, Y, so), Uy(X, Y, $27) 
el 
— Uz (Zo, 0 see)y — Uy(2%o, Jo S06) 


pour dérivées premieres par rapport @ ses limites supérieures 
et inférieures respectivement. 

A cause de cela, on représente souvent par 

Gi Naee 
(Uz dx + Uydy +...) 
Xo Yorrr 

la détermination de Vintégrale indéfinie quis’annule en vo, Vo, ...3 
mais la confusion faite ainsi entre les limites supérieures et les 
variables d’intégration met dans cette notation une certaine incor- 
rection contre laquelle il faut rester en garde. 


999. Pour les motifs donnés au n° 245 nous nous placerons 
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désormais dans le cas d'une seule variable d’intégration, el nous 
commencerons par quelques observations presque évidentes. 


[. En appelant 
F(z), F(a), «.-, F(2,z) 
les valeurs successivement acquises par '(v) en 2, £2, --+, Lk 
points intermédiaires marqués a volonté sur le chemin d’intégra- 
tion, Végalité 
F(X)— F(a) =[F (41) — F(@o0)] + [F(#2) — F(2,)]+... 
= [RG)— Fez) 


ou bien 
».§ w, Xe Xx 
f U(a)de= [ U(a)da+ f Uln)de+...+ f U(2)ax, 
andy : SAG ex, id 


montre que /’intégrale dé finie considérée est la somme de celles 
qu on obtient en la prenant successivement sur les trongons du 
chemin dintégration arbitrairement découpé. 


Il. Deux chemins d’intégration de mémes extrémités don- 
nent la méme valeur a UVintégrale définie, st Vun peut étre 
amené a coincider avec Vautre par une déformation progres- 
sive effectuée dans une atre ot la fonction U(x) placée sur le 
signe f reste localement olotrope. Car dans une pareille aire 
toute détermination de VPintégrale indéfinie est localement olo- 


trope (208) et de plus monodrome (173). 


Il. Pintégrale définie est nulle, quand elle est prise de xy 
a@ £9 sur un chemin (partant fermé) dont on peut rapprocher 
indéfiniment tous les points de xy en le rétrécissant progressi- 
vement dans une atre de la nature spécifiée ci-dessus (IL). 

Car, F(x) étant encore monodrome dans cette aire, on a 
; / F(X) = F(x) 
a cause de X = Zp. 

IV. Le chemin [ zo X J allongé de son parcours en sens contraire 
constitue un chemin fermé auquel lobservation précédente est 


applicable. On a donc (I) 


>.< Xo 
[ v(aae+ [ U(@)\dz=o, 
4x4 x 


* 
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ou bien 


ay X 
i Coens if Wea) de, 
X Ces 


ce qu’on exprime en disant que Vintégrale change simplement 
de signe quand on permute ses limites sans changer la forme 
géométrique du chemin dintégration. 


V. Sur un chemin fermé quelconque, l’intégrale définie ne 
s’évanouit plus nécessairement comme dans l’alinéa III. Mais sur 
deux contours fermés elle prend des valeurs égales, quand on 
peut faire coincider l’un avec l'autre, en figure et en sens de 
parcours, par une déformation progressive exécutée dans une 
aire ot U(2) est olotrope (a proprement parler). 

Formons en effet un autre contour fermé en placant bout a 
bout : 1° le premier contour intérieur [ #9.» | parcouru dans le sens 
voulu, de l’un de ses points x) au méme point %); 2° un chemin 
ouvert [ 29 x, | tracé arbitrairement dans l’aire spécifiée de 29 a X,, 
point choisi 4 volonté sur le second contour; 3° le dernier contour 
[z,2, |! parcouru dans un sens contraire au sens voulu; 4° le 
chemin ouvert [2,20]. 

Il est visible que ce nouveau contour satisfait, relativement a 
aire spécifiée, aux conditions de Valinéa HI. L’intégrale définie 


sy évanouit donc, ce qui donne 
{arq@yi + | xoa1} + [aay }'+ [a1%9} =0, 


en affectant ces diverses notations 4 ses quatre parties fournies 
_respectivement par les quatre troncons ci-dessus définis du par- 
cours total (1). 


Comme ona 
{24 20} = — ax}, 


parce qu'il s’agit de laméme ligne géométrique | 2) 2, ] parcourue 
d’abord dans un sens, ensuite en sens contraire (IV), puis pour la 


méme raison 
tf 
{a,x} = —\942%4}, 


x, x,}représentant Vintégrale définie prise sur le second contour, 
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mais maintenant dans le sens voulu, il reste seulement 


eee 
[Mm Aj= {xoxo}, 


ce que nous voulions prouver. 


230. Voici ce que deviennent pour les intégrales définies les 
premieres régles usuelles du calcul des intégrales indéfinies. 


I. En supposant dans la formule (18) du n° 215 les intégrales 
indéfinies remplacées par des déterminations particulicres rendant 
les deux membres égaux quelle que soil 2, on trouvera aussi en 
marchant sur un méme chemin d’intégration pour toutes 


x X x % 
ee Uade=as [ U, (x) dx + ay i U,(~@)da+...+ ag Ug(x) dz. 
x Xo ANG 


9 Xo 


If. La méme particularisation faite dans la relation (19) du 
numéro cilé donnera aussi 


x 


ass xX 
f [+ Ui(e)EUa(e)t.. Joe =e f Uile)ars fi DCU eens 


0 


pourvu, bien entendu, que les conditions posées soient toujours 
remplies. 


231. Quand la fonction f(z, x’) est localement olotrope dans 
les aires 


(7) Sz, Sz, 


nous avons vu généralement aux n°* 217 et suivants, qu’une déter- 
mination particuliére quelconque F(z, x’) de Pintégrale indéfinie 


Sf x, x) dx 
est une fonction de la variable principale x et de la variable para- 
métrique x’, qui, elle aussi, est localement olotrope dans ces deux 
aires. L’intégrale définie 


xX 
(8) fo fla, @)de =F(X, 2')— F(a, «) 


. 4 . 9° , a € . , 
prise sur un chemin d’intégration tracé dans S,, est donc une fonc- 
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tion des trois variables x), X, x’, qui jouit de laméme propriété 
pour toutes les valeurs des deux premiéres qui tombent dans S, 
et de la derniére qui sont situées dans S,,. Il en résulte que cette 
fonction peut étre différentiée ou intégrée par rapport a a’ pour de 
pareilles valeurs, a), X jouant alors le réle de paramétres. En 
appliquant alors ce que nous avons vu dans les n° 225 et suivants, 
on obtient en particulier les deux formules que nous allons établir. 


232. Ona 


Xs x / 
(9) af ThE ade = f PACT ee 


dx 


le chemin d’intégration étant naturellement le méme dans le 
second membre que dans le premier. 


D’aprés la relation (8), le premier membre de cette formule est 


égal a 


aE(X, @) GE (ao, @ ) 


i} 


a) dx dx’ 


AE (Ga) 


c’est-a-dire a Ja différence des valeurs initiale et finale de vai 


calculées sur le chemin d’intégration. Mais (225) cette derniére 
fonction est quelque détermination de l’intégrale indéfinie 


(ae: Bie 


dz 


la différence (10) est done celle des valeurs initiale et finale de 
cette détermination, calculée sur le chemin d’intégration, c’est- 
a-dire la valeur du second membre de la formule (g), comme il 


fallait le faire voir. 


233. En intégrant de x, a X! sur un chemin tracé dans 
Vaire Sx, on a 


x x 


x Paxe 
(11) iL dat f ia ade [ de | TF Gee ae. 
xo z 1a) Li 


i) 


D’aprés ce qui a été vu au n° 996 dans un cas méme bien moins 
simple, il existe quelque fonction U(z, 2’), localement olotrope 
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dans les aires (7), qui satisfait a l’équation différentielle 


Cu d du dad du es 
a = ); 
WG = de ie ee 


et les fonctions 


2 dU ; dU 
Uo1(2, DL = at. U10(%, #) = Fe 


sont ainsi des déter minations particuliéres des intégrales indéfinies 


Sf(%, v') da, Sf @, 2 \da; 
Il en résulte 
Xs 


i Sane dey 4X; 2) — Uor( Zo, 2"), 


ce qui donne pour valeur du premier membre de la relation (11) 


x’ x’ 
f Uo (X, ayaa! — [ Uo 1 (20, @') da' 
a 2) 

= U(X, X) = Ux) UG ee i 
expression dont les trois premiers termes sont les valeurs finales 
acquises par U(a, x’) quand, partant de la valeur initiale U(x, x)), 
on fait parcourir les chemins d’intégration par : soit 2, x’ simulta- 
nément, soit x seulement, soit xz’ seulement. 

Cette méthode, appliquée au second membre de la relation (11), 
en prenant U, (2, 2’) pour point de départ, conduit a cette méme 
expression, ce qu il fallait constater. 

A cause de cette indifférence de l’ordre des intégrations, on 
représente habituellement le résultat de leur exécution successive 


par 


xX xX’ 


ff Pere yee ae, 
Xo ear 


variété la plus simple des intégrales doubles dont nous aurons 
a parler dans notre troisiéme Partie. 


234, En faisant varier l’ordre de la différentielle, le nombre de 
ses variables soit principales soit paramétriques, le nombre et la 
nature des intégrations et des différentiations a exécuter sur 
elle, etc., le principe général dindépendance dont nous avons 
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donné les premiers apercus aux n° 224 et suivants conduirait a 
une infinité d’autres propositions analogues; on les démontrera 
sans peine par les mémes procédés, mais leur réunion en un seul 
énoncé serait plus laborieuse que difficile et utile. Les deux pré- 
cédentes, qui peuvent leur servir de types, sont les plus simples et 
les plus souvent employées. 


235. La propriété suivante des intégrales définies fournit leur 
définition habituelle; et, bien que son intérét purement analytique 
soit des plus médiocres, bien que ce point de vue soit des moins 
commodes et des moins satisfaisants, la plupart des auteurs s’y 
placent encore; mais elle est d’une utilité capitale dans l’évalua- 
tion numérique de beaucoup de grandeurs concrétes et, par suite, 
dans les applications géométriques et physiques. 

Sit dans une aire imperforée S ou f(x) est olotrope, on 
prend m+ 2 valeurs particuliéres de x 
(12) Git Rin Fox loloage ai OS 


PeSMCHI EINES Louk NT ftGes,. LES AUITES Hy, ss 1, Ly variant en 
nombre et en position de mantére a remplir ces deux condi- 
tions : que le plus grand module ry, de la différence de deux 
consécutives sott infiniment petit (ce qui exige que m soit infint) 
et que la somme positive 


Un = mod(x,— x)) + mod(a_,—2,)+...+ mod(X — 2m) 
reste inférieure a quelque quantité invariable L, la variante 
Vin =(21— %) f (@0) + (%2— 41) f(a) +. pee Xn) fan) 


a pour limite Vintégrale 


xX 
(13) i I (a) da 


0 


| is iG x 7 ) Lar 
prise sur un chemin quelconque tracé de x) aX dans Vaire S. 


Comme F(a), détermination particuliére arbitrairement choisie 
de f f(x) dz, est olotrope dans l’aire S avec le méme olometre o) 
que f(x) (208) (209, VI), on a pour toutes valeurs de x tombant 
dans S et de modh inférieures a 6 


F(27+h)=F(2)+hF (2)+ h?9(2, h), 
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ot (200) on peut assigner une quantilé positive ¢ <0 telle que, 
pour les mémes valeurs de # et pour modh < ¢, on ait sans cesse 


modo(a, h)<R, 


R désignant quelque quantilé positive invariable. 
A partir du moment oti 7, reste inférieur a ¢, on lrouvera, en 


faisant successivement 
(2; h) = (a, 41 —2o); (@1, L2— &); meg (xi, Li4+1— Li), Sale) (%m, X — @m) 


dans la relation précédente, en se rappelant que I’(2)= f(x) et 
en ajoutant membre a membre les résultats obtenus, 


xX 
F(X) — F(a) =f S( 2) dz = Vin + 2 (Vi — Xi)? 0 (Li, Li+4— Xi). 


Le terme de la somme %, mis en évidence, a un module évidem- 
ment inférieur a 7,,mod(2j,, — x;)R; le module de cette somme 
est donc inférieur a 7md,R<RLr, et par suite infiniment petit. 
comme ’», ce qu'il suffit de prouyer. 


236. Quand la premiére condition de Vénoncé précédent est 
remplie, la seconde l’est d’elle-méme si les quantités (12) sont 
les sommets d’une ligne brisée convenablement inscrite dans 
une ligne [x)X] de forme invariable, tracée de x) a X dans 
Paire S (et composée d’arcs sans points singuliers); nous démon- 
trerons effectivement dans notre quatriéme Partie que Z,, tend 
alors vers la longueur méme de la ligne [ z) X] en lui restant tou- 
jours inférieure. On se place habituellement dans cette hypothése, 
en prenant.ces quantilés (12) sur le chemin @intégration méme 
ot Pintégrale définie (13) doit étre calculée; mais elle n’est pas 
nécessaire. 


237. Ln appelant M une limite supérieure de mod f(z) sur 


le chemin @intégration de longueur L, on a 


28 
mod f fil ada <= ML. > 
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Car on a éyidemment, quel que soit m, 
mod Vm < l,M < ML, 


en vertu de l’observation faite dans le numéro précédent. 


Intégrales définies artificielles. 


238. Toutes les considérations précédentes exigent essentielle- 
ment que les fonctions considérées soient olotropes dans les cir- 
constances ot l’on raisonne. I en résulte, en particulier, que da 


notation 


a) i 
ze, 


0 


x 


fle) de 


n'a plus aucun sens quand le chemin d’intégration contient 
quelque valeur de x, singuliére pour f(x), ou bien quand il est 
illimité dans quelque direction. Mais alors il y a souvent intérét 
a lui donner une signification conventionnelle dans les cas dont 


nous allons parler. 


239. Supposons d’abord que f(z) entre dans une phase singu- 
liére en X seulement, et soit X’ une quantité variable se rappro- 
chant indéfiniment de X sur le chemin d’intégration. L’intégrale 


définie qui existe sans cesse 


a 
(2) a f(a)da 


0 
constitue alors une yariante d’une nature spéciale qui peut ou non 
avoir une limite. Dans le premier cas, on dit et on écrit par 
convention 


48 xX’ 
(3) [ fiz)de lim f flz)de. 


“xX 0 


Dans le second cas, on dit, selon les circonstances, que l’inté- 
grale définie (1) est infinie ou indéterminée. 


240. Supposons, en second lieu, que le chemin d’intégration, 
toujours dans une aire ot: f(x) est olotrope, s’allonge indéfiniment 
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dans le sens ow il faut y marcher. On considérera de méme |’inté- 
erale définie variable (2) ou X/ désigne un point s’éloignant indé- 
finiment sur ce chemin dans la direction voulue; si elle tend vers 
une limite, on écrit encore 


[tarde = iin fO flayae: 


sinon on dit, selon le cas, que le premier membre de cette égalité 
est infini ou indéterminé. 


241. Par exemple, & étant un entier positif >1, 


0 


i, xk dx 
ae, 


0 


ot la fonction sous le signe a =o pour valeur singuliére, est 
infinie. Effectivement l’intégrale définie variable (2) est alors 


X/—A+1 Caria | 


—k-+1 


y) 


quantité infinie pour X’ infiniment peute. 


Au contraire, et en supposant #) non = 0, cette derniére expres- 
—hh+1 
7 ° 5 5 ° we . 
sion tend pour X/ infinie vers la limite — Sey que l’on conyient 


—k 
f awk dau 


i) 


de prendre pour valeur de 


(ici la forme da chemin Wintégration est indifférente ). 


242. Quand l’intégrale indéfinie peut étre exprimée au moyen 
de fonctions auparavant connues, la discussion de l'intégrale 
définie variable (2) se trouve ramenée aux types courants et ne 
présente habituellement aucune difficulté; c’est ce qui avait lieu 
pour l’exemple proposé ci-dessus. Mais il est rare quwil en soit 
ainsi, qu’on ne se trouve pas en présence de l’inconnu et de l’aléa- 
toire impliqués dans toutes les phases singuliéres. Voici les arti- 
fices les plus généralement employés. 


I. Dans le cas du n° 239, on peut d’abord essayer de déve- 
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lopper f(z) par la formule de Taylor a partir dune valeur ini- 
tiale Xo prise assez voisine de X, pour que, sauf en X éventuelle- 
ment, la série converge pour toute valeur de x prise entre Xy 
et X a lextrémité du chemin d’intégration. En intégrant terme 
a terme cette série entiére en x — Xj, on en obtient une autre 
indiquant ce qui se passe, si toutefois il est possible d’apercevoir 
comment varie sa somme quand 2 tend vers X. 

Ona plus de chances de succés en cherchant a exécuter sur f(x), 
partir de la valeur singuliére X elle-méme, quelque développe- 
ment procédant suivant telles ou telles fonctions simples (non 
toutes olotropes en X) et toujours intégrable terme A terme 
(Cf. 275, inf.); tels sont, par exemple, ceux procédant suivant les 
puissances de « — X a exposants non entiers positifs, dont nous 
parlerons dans notre deuxiéme Partie. Lanouvelle série engendrée 
par lintégration de celle-ci est habituellement bien plus facile a 
discuter que celle de Taylor mentionnée tout a l’heure. 

On remarquera que l’intégrale définie artificielle (1) existe 
toujours, st f(x) est finie quand x tend vers X sur le chemin 
dintégration. L’intégrale (2) est effectuvement une variante dont 
deux états de grandeur correspondant aux valeurs X’, X” de sa 
limite variable ont pour différence 


x" 


a xX’ } 
x) dx — Oke = (aya 2295): 
ff feyde—f fayde= fi flayde (229,1) 


et le module de cette derniére intégrale tend toujours vers 0, car 
i] ne peut surpasser le produit du module maximum de f(z) qu’on 
suppose fini, par la longueur du chemin [ X’X"] qui est infiniment 
petite, comme différence de celles des chemins [x X"], [%oX’] 
ayant pour limite commune celle de [ x) X | (237). La variante en 
question est donc convergente (78). 


II. Dans le cas du n° 240, le partage du chemin d’intégration 
variable [2 )X'] en trongons invariables ea el ermal ce 
[xivix.], ... complétés par [xg X'], les uns et les autres découpés 
suivant une loi appropriée aux circonstances, transforme |’inté- 
grale variable (2) en la somme 


X’ 
Uy + Uyt+ Ug+... beat fi Jf (2) dz, 
Ly 
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Vi+1 
ou, pour abréger, uw; représente Vintégrale f/ f(x) dx. Quand 


xj 
/(X') tend vers 0, occurrence la plus fréquente, et quand on rend 
finie la longueur du dernier troncon [xzX’], lintégrale figurant 
dans la somme ci-dessus est infiniment petite (237); et quelque 
limite existe évidemment ou non pour lintégrale variable (2), 
selon que la série 
Up + Uy,+ Ug+... 
est convergente ou divergente. C’est un moyen de discussion 
souvent précieux. 

Un autre bien plus rapide, quand il aboutit, consiste 4 décom- 
poser le chemin d’intégration infini en deux parties, l'une inva- 
riable et contenant la valeur x =o si elle se trouve sur le chemin 
proposé, l’autre illimitée et ne contenant plus le point «=o. 
L’intégrale (2) se trouve ainsi décomposée en deux parties corres- 
pondantes, dont la seconde est seule a discuter. En appelant ¢ une 


nouyelle variable d’intégration, la substituuion 2 = : (333, inf.) 


transforme cette seconde intégrale en une autre a calculer sur un 
nouveau chemin, auquel les considérations de Valinéa précédent 
sont applicables quand il est de longueur finie, ce qui arrive habi- 
tuellement. 


243. Placons-nous enfin dans le cas le plus général ot. Je chemin 
Wintégration est illimité dans les deux sens et ott il contient en 
outre des valeurs singuliéres en nombre quelconque gq, 


(4) Cy Ds Or yes 


En appelant 2, 21, Zo, . +, €q_4, X des valeurs particuliéres 
invariables de x prises a volonté sur le chemin d’intégration, la 
premicre en deca dea, la seconde entre aet b, la troisiéme entre b 
etc, ..., la dermiére au dela de h, puis 2{, X! deux quantités 
variables s’éloignant 4 V’infini sur le chemin d’intégration, la 
seconde dans le sens ow il faut y marcher, la premiére en sens con- 
traire, puis encore a’, a’ deux quantités variables se rapprochant 
indéfiniment de @ sur le chemin d’intégration en restant toute- 
fois la premiére en dega, la seconde au dela de a, et aussi 


(O', BY), (el, eo"), we, (Hh) 
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des couples de quantités variables jouissant de la méme propriété 
relativement aux autres valeurs singuliéres, on considérera les 
intégrales variables 


| [ foree, fi fore [fae fi fooyae 


(9) 5 


Xs h' X x’ 
| NGENCHES oa, f ji(@ ake. (ida, Tie yag 
ot bd ae h 


Si chacune d’elles tend individuellement vers une limite, cela de 
quelque maniére que x4, a’, a", b', b", ..., h', h", X! puissent 
varier sitmultanément dans les conditions générales qui ont 
été spécifices, leur somme tend aussi vers une limite qu’on adopte 
pour valeur conventionnelle de Vintégrale 


(6) f foe 


prise sur le chemin dont il s’agit. Sinon, on dit comme ci-dessus 
que cette intégrale est infinie ou indéterminée. 

Si les valeurs singuliéres (4) étaient en nombre illimité, il y 
aurait a prendre, au lieu de la somme des limites vers lesquelles 
tendent les intégrales (5), la somme de la série formée par ces 
limites quand elle est convergente. 


244. Dans les cas ott la somme variable des intégrales (5) n’a 
point de limite, il peut arriver qu’on lui en fasse acquérir une en 
imposant a quelques couples des limites variables yui ont servi a 
la former les conditions 


mod(a”— a) = mod(a'— @), mod(b"— 6) = mod(b’— db), 


Alors lintégrale (6) reste bien toujours infinie ou indéterminée, 
mais on dit qu’elle a pour valeur principale cette limite spéciale 
dont la considération est quelquefois utile. 

Par exemple, l’intégrale 


x 


(7) i zk dx Cie). 


prise sur laxe des quantités réelles, de la limite négative 2 ala 
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limite positive X, est infinie ou indéterminée, parce que la 
somme (5) se réduit ici a 


I i R 
(X-k+1 ae Se gf —— Glee i 


—k-+1 
ot a’, a" tendent vers zéro, la premiére négativement, la seconde 
positivement. Mais six estimpair et si l’on prend égales les valeurs 
numériques de a’, a’, cette somme conserve la valeur constante 


I 


Se -k 
ae Ch — a25"*1), 


quien constitue dés lors la limite et qui est la valeur principale 
de l'intégrale (7). 


245. Il faut noter avec soin qu’aucune des expressions dont 
nous venons de parler n’est une intégrale définie autrement que 
de nom; par suile, on ne peut leur étendre telle ou telle proposi- 
tion du paragraphe précédent avant de s’étre assuré qu’on en a 
bien le droit, 4 Vaide @un nouveau raisonnement institué par 
exemple sur les expressions maniables des parties critiques de 
Vintégrale, que les considérations du n° 242 permettent habituel- 
lement de former. 


CHAPITRE IX. 


FONCTIONS COMPOSEES. 


Circonstances générales dans lesquelles les fonctions composées 
sont olotropes. 


246. La composition des fonctions, quien fait nattre une infinité 
de quelques-unes en nombre extraordinairement restreint, est une 
opération tellement courante qu’on l’exécute a chaque instant 
presque sans en avoir conscience. Elle consiste a substituer aux 
variables wu, v, ... d’une fonction donnée 


(1) Jie, ona) 
autant d’autres fonctions données 
(2) Winn Sen lg ViGaws op oly 


d’autres variables x, y, ..., ce qui engendre évidemment une 
nouvelle fonction de ces derniéres 


(3) BC aT Ue) ee ale + ViCU Ve nese yh pace |. 


Des dénominations spéciales caractérisent les réles relatifs joués 
dans cette opération par les diverses fonctions qui y concourent : 
les fonctions (2) sont dites stmples; f(u, v, ...) se nomme la 
fonction composante et F(x, y, ...), la fonction composée. 

Par exemple, la somme, le produit, le rapport, etc., de plusieurs 
fonctions simples, ne sont pas autre chose que des fonctions 
composées formées avec les composantes 


WoO sy) U0 a s5) = 


Les fonctions rationnelles sont celles que lon prend le plus 
M. — I. th 
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fréquemment pour fonctions simples et surtout pour compo- 


santes. 


947. La méthode suivie dans cet Ouvrage nous impose, pour 
chaque nouvelle espéce de fonctions, Yobligation d’assigner avant 
tout les limites entre lesquelles elles sont olotropes. Pour les fonc- 
tions composées et dans un cas qui est de beaucoup le plus étendu, 
ces limites sont déterminées par le théoréme suivant : 


Si les fonctions simples (2) sont toutes olotropes dans les 
aires limitées Sz, Sy, ... et st la composante (1) jouit de la 
méme propriété dans des aires Su, Sy, ... contenant toutes les 
valeurs que font acquérir aux fonctions simples les diverses 
valeurs de a, y, ... tombant dans Sg, Sy, «+, la fonction 
composée est certainement olotrope dans ces derniéres aires. 


La grandeur des olométres étant indifférente a lexactitude 
générale du raisonnement (202), nous simplifierons nos écritures 
en désignant simplement par 6, 5 deux quantités positives infé- 
rieures, l’une a tous les olométres des fonctions simples a la fois, 
Pautre a tous ceux de la composante. En outre, nous supposerons 
d’abord que les valeurs 0, 0, ... de x, y, ... tombent dans les 
aires Sz, Sy, ... et annulent toutes les fonctions simples, que 
les valeurs 0, 0, ... de u,v, ... tombent pareillement dans les 
aires Sy, S,, ..., et qwil s’agit de développer la fonction com- 
posée par la formule de Maclaurin. 

Pour la composante, un pareil développement donnera la série 
entiere 


(4) Sa, Oy dao) SE Cha NSU ON 


dont tous les rayons de convergence sont supérieurs a3; pour les 
fonctions simples, il fournira les séries entiéres 


U(2, Saneens *) = 2(Ain,n,...emyr Rd ol 
Wig ie ses) = L(Omn,...emyn As 


Sd eel eWerd,/e raceme (eves tele) eei(axe (84) elie) aiiedeiens cwale 


=~ 
or 
WY 


qui ne contiennent point de termes constants, et dont tous les 
rayons de convergence sont au moins égaux a6. 
Appelons maintenant 0! une quantité positive inférieure a 6 et M 


a 
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une limite supérieure commune des modules de toutes les fonc- 
tions simples, dans les aires S,, S,, ... accrues de zones addition- 
nelles dont les épaisseurs sont comprises entre 6! et 6 (181). Cette 
quantité M sera en particulier une limite supérieure des modules 
des sommes des séries (5), pour toutes valeurs de x, y, ... ayant 
des modules égaux a 6’; et, comme ces séries sont dépourvues de 
termes constants, on conclura du n°? 132 que, pour des modules &, 
nH, --. dex,y, ... tous inférieurs a 6’, les sommes 


D( Gm, n,...67 1". sage a Borer. Ge oy 


des séries formées par les modules de leurs termes sont toutes 
inférieures 4 la méme quantité positive 


- ak 
Mj1:[(:~§) (:—#) + =}. 

Cette expression tendant évidemment vers zéro, en méme temps 
que , 7, ... simultanément, restera inférieure a 3 pour toutes 
valeurs de ces modules inférieures 4 une certaine quantité posi- 
tive d que l’on peut assigner, 

Cela posé, le développement de la fonction composée par la 
série de Maclaurin a des rayons de convergence au moins égaux 
ad. Effectivement, la substitution des sommes des séries (5) a wu, 
v,... respectivement transforme la série (4) en une autre dont le 
terme général est la série entiére en a, y, ... résultant (116, VII) 
du développement de 


(6) keyn,...L2¢amn,..2 y®...)M[Z(Omn...e7%y"...)|%o- 
et dont la somme des modules des termes 
mOd Ai Naa <2 Srnn, ce 1-1" [2 (Bm,n,..67 7% --)1N--- 
est inférieure a 
(7) Od Kunio OM SNS 


dés que & 1, ... sont inférieurs ad. Or les quantités (7) forment 
une série conyergente, parce qu’elles sont précisément les modules 
des termes de la série (4), pour des valeurs de uw, ¢, ... ayant des 
modules égaux a 5, J, ..- et par suite inférieurs 4 ses rayons 
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de convergence. Il en résulte que pour des valeurs de x, y, ... 
dont les modules sont inférieurs a d, Jes séries partielles ana- 
logues au développement de (6) restent convergentes, quand a 
chaque terme on y substitue son module, ce que nous savions déja, 
puisque les sommes de ces diverses séries de modules forment 
elles-mémes une série convergente. On peut donc appliquer le 
théoréme du n° 107 a la série qui a pour termes les développe- 
ments des expressions (6), et la transformer en une autre procé- 
dant suivant les termes élémentaires méme de ces développements, 
rangés et groupés arbitrairement, en particulier en une série 
enliére par rapport a x, v7, ...3 c'est précisément ce qu'il fallait 
constater. 

Pour établir la possibilité du développement de la fonction com- 
posée a partir de 2 , 7%», .--, valeurs initiales quelconques de z, 
y,++-, le raisonnement est le méme, a cela pres que les séries (5) 
sont remplacées par d’autres entiéres en (2 — Zo), (¥ —Yo), «+s 
fournissant le développement des excés 


Wao co Ean in cook WC Pe, soci Way oc0)h  oocs 


et qu’a la série (4) il faut substituer celle en (wu — wy), (Vv —%),.-- 
fournissant le développement de la composante a partir des valeurs 
initiales &» == U(@p, V9, ===) Vo (Lo, Vo, =: yee es Omitro us 
vera toujours d pour limite inférieure commune des olométres de 
la fonction composée, parce que cette quantité dépend uniquement 
de M, 6, 3 et nullement des valeurs initiales considérées pour z, 


Geos Rota 


p ae . : : 
248. Ce théoréme une fois obtenu, celui du n° 201 fournit 
immédiatement les plus grands rayons de convergence du déve- 
loppement de la fonction composée, cela d’aprés la configuration 
des aires Sy, 5,, ..-, les positions qu’y occupent les valeurs ini- 
tiales de x, y, ... et d’une maniére sensiblement indépendante de 
la grandeur de la quantité d ci-dessus, dont par suite il n’y a pas 
ase préoccuper. En outre, l’observation générale faite au n° 203 
étend sa validité au cas ot ces aires seraient illimitées en tout 
ou en partie. 

Nous abrégerons son énoncé en disant simplement qu’une fonc- 
tion composée reste localement olotrope aussi longtemps que 


> 


CHAPITRE IX, — FONCTIONS COMPOSEES. 213 


les fonctions simples et la composante le demeurent toutes 
elles-mémes. 

On retiendra soigneusement que les formules générales de la 
théorie des fonctions composées supposent toutes la réalisation 
préalable des conditions sous lesquelles il subsiste. 


249. Il résulte du méme théoréme qu’une fonction composée 
entre dans une phase critique (146) seulement quand il se pré- 
sente une phase singuliére (144) (145) pour une ou plusieurs 
des fonctions (simples ou composante) qui concourent a sa 
génération, cest-a-dire dans des cas que la nature spéciale de 
ces diverses fonctions permet toujours d’assigner a priori. La 
résolution de cette phase critique ne peut s’opérer qu’en faisant 
interyenir les propriétés spécifiques de ces fonctions, et elle donne 
des résultats variables avec les circonstances. 

Sil s’agit, par exemple, des fonctions simples 


(OA) = 2): Vi (@) = Ge 


se trouvant dans des phases singuliéres pour x = 0 (151), et de la 


composante 
u+v: 
p=v 


? 


J(u; 9) = 


s’y trouvant aussi pour w, ¢ infinies, la fonction composée 


GLP 
F(2) = —— = xrVep=vV9 
LEVI 
entre pour «=o dans une phase critique se résolvant en une 
phase singuliére ou ordinaire, selon que l’entier = pp = vq est 
négatif ou non. 


250. Voici les premiers corollaires du théoréme fondamental 


dont nous nous occupons. 


I. Quand soit la composante, soit les fonctions simples se 
réduisent a des polynémes entiers, la fonction composée reste 
olotrope aussi longtemps que le sont elles-mémes les fonctions 
simples dans le premier cas, la composante dans le second; 
car les polynémes entiers sont indéfiniment olotropes (150). 
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Ul. inverse arithmétique d'une fonction simple est olotrope, 
tant que celle-ci reste olotrope sans s évanoutr. 


F ‘ I 
Car cette fonction composée, Taeenn a pour composante 
? 2 


-) 
. . . i . 
la fonction fractionnaire simple 5 qu est olotrope pour toute 


valeur de wu non =o (153). 


Ug one) de deux fonctions olotropes joutt 
VG Visa) 


de cette propriété pour toutes les valeurs des variables qui 
nannulent pas son dénominateur. 


Il. Le rapport 


Car on peut le considérer comme une fonction composée de la 
composante entiére uv et des deux fonctions simples 


I 


U(#, y, -++) Vian.) 


qui sont toutes deux olotropes, la premiére par hypothése, la 
seconde comme inyerse d’une fonction olotrope qui ne s’évanouil 
pas (1), (IL). 

Ce rapport entre dans une phase critique pour les systémes de 
valeurs de x, y,... qui satisfont a ’équation V(z, y, ..:)=0. 

Si le numérateur ne s’annule pas, cette fonction composée est 
infinie, partant non olotrope. 

S’ils’annule, il faut une discussion spéciale que nous ferons dans 
notre deuxiéme Partie pour le cas d’une seule variable. Ici, nous 
remarquerons seulement que dans le cas de plusieurs variables le 
rapport considéré peut varier de toutes les maniéres possibles; 


telle est, par exemple, la fonction z pour z et y toutes deux infi- 
niment petites. 


IV. Une fonction rationnelle est olotrope pour toutes les 
valeurs des variables qui n’annulent pas son dénominateur; 


car elle est un rapport de deux fonctions qui sont entiéres et, par 
suite, indéfiniment olotropes (II). 


V. Une fonction rationnelle de fonctions simples toutes olo- 
tropes Jouit de cette propriété tant que son dénominateur ne 
s’évanouit pas; car les valeurs des variables qui annulent le déno- 
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minateur sont les seules pouvant correspondre 4 celles pour les- 
quelles la composante peut cesser de l’étre (IV). 


251. On suit par cheminement la valeur d’une fonction com- 
posée dont la composante et les fonctions simples sont seule- 
ment localement olotropes (175, IV), en construisant d’abord les 
chemins parcourus simultanément par les valeurs des fonctions 
simples pour les marches données de leurs variables 7, y, ..., 
puis en faisant décrire ces mémes chemins aux variables de la com- 
posante. Il faut seulement prendre les cdtés des chemins suivis 
par @, Y, ... assez petits pour que les modules des accroisse- 
ments des fonctions simples restent inférieurs aux olométres de la 
composante. 


252. Pour les fonctions composées remplissant les conditions 
du numéro précédent, les observations faites au n° 177 entrainent 
celles-ci qui sont trés importantes. 


I. On a identiquement 
GP, coco) =U Gays wealh WGI, cools xo all =O 


pendant toute la durée des cheminements praticables, si l’on 
satt seulement que cette identité a lieu quand x, y, ... restent 
dans les limites de convergence du premier développement de 
cette fonction composée. 


Il. On a identiquement 


LIN(4oe We. oso SUNG Wy or0)) 


dans les mémes circonstances, sit Von sait seulement que cette 
identité a lieu entre les premiers développements de ces deux 
fonctions composées. 


Différentiation des fonctions composées. 


253. Quand les conditions sous lesquelles nous avons énoncé le 
théoréme du n° 247 sont remplies, ce que nous supposerons tou- 
jours expressément, le calcul des dérivées de tous ordres de la 
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fonction composée ne présente aucune difficulté théorique. II 
suffit effectivement de développer les accroissements des fonctions 
simples par la série de Taylor 


{ qdin+n+...U hm kn 
A) ree Ne a ee wane 
(1) ve’ dm+n+...V hm aes 
Wheel 27S VOM Me rete 70 ae TD 


de les substituer 4 ceux de u, v, ... dans le développement sem- 
blable de la composante 


dM+N+... f AuM AgN 

OP Beas aoe) duiideN,.. 1.2...M1.2...N_ 
et de multiplier par les facteurs numériques convenables (162) les 
coefficients des divers mon6mes entiers en h, k, ... dans le ré- 
sultat développé et ordonné par rapport a ces accroissements. 

La structure des formules ainsi obtenues est évidemment indé- 
pendante des natures spéciales, soit des fonctions simples, soit de 
la composante. 


254. En tenant compte de ce que les .séries (1) ne contiennent 
pas de termes indépendants de h, k, ..., on apercoit cette loi 
générale avec moins de peine qu’il n’en faudrait pour suivre notre 
raisonnement si nous ne le supprimions pas. 


Une dérivée d’ordre total K de la fonction composée est 
toujours un polynéme entier par rapport a celles, soit de la 
composante, soit des fonctions simples, dont les ordres sont 
égaux ou inférteurs aK. 

Ce polynéme est essentiellement linéaire et homogéne par 
rapport aux dérivées de la composante, mais son degré, par 
rapport a celles des fonctions simples, peut atteindre UV entier K 
sans toutefois le surpasser. 


255. Nous appliquerons cette méthode directe au cas seulement 
ot la composante se réduit au produit uew... et ot les fonctions 
simples ne dépendent toutes que d’une seule et méme variable z. 


Pour avoir la dérivée d’ordre K de U(z)V(a)W(a)..., il suffit 
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alors de multiplier par 1.2...K le coefficient de A® dans le pro- 
duit des développements 


Ue = oY hm x) 


GHA ji ene 


V(e+ h) =o eee 


Se, SRT > 
dam Yla.e.m 


dm W fin 
W(e+h)= » aes 


ALT ND 7h 


BGM siel Gre esau! eel ’s) es a/leeie, wile «. .@ifsira a mye ee. sires 


effectué conformément a la régle du n° 110, puis ordonné par rap- 
port ah. On trouve immédiatement ainsi 


| DK(UVW...) 


Cay ee ys 1.2...K adPU dV CES 1 
| Meh ACO apn Dene G Pee ee ALP age dz? 
Pods? 


la sommation étant étendue, comme dans le bindme de Newton, a 
tous les systémes distincts de solutions en entiers positifs ou nuls, 
de l’équation indéterminée 


Peg nr... KK. 


Cette formuie, qui est quelquefois fort utile, se déduirait encore, 
mais plus péniblement, de ce que nous allons dire sur le calcul des 
dérivées premicres, par la méthode générale des vérifications suc- 
cessives déja employée au n° 121 dans un cas tout différent. 


256. Les raisons qui ont porté les géométres a concevoir plus 
volontiers une dérivée d’ordre supérieur comme résultant de plu- 
sieurs différentiations du premier ordre exécutées conséculive- 
ment (163) leur ont fait, dans la pratique, préférer a la méthode 
générale ci-dessus indiquée (253) l’emploi répété d’une formule 
wrés simple permettant d’écrire immédiatement les dérivées pre- 
miéres d’une fonction composée. Ce procédé est d’autant plus 
avantageux, qu’on a rarement a exécuter des différentiations 
d’ordres bien élevés. 

En se bornant, comme de raison (156), au cas d’une seule va- 
riable x, la dérivée premiére de la fonction composée 


F(v)=f[U(x), Viv), W(x), ---] 
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est donnée par la formule 


dF df dU . df dV . df dW. 
da dude dv dw dw dx * 
df df af 
du’ dv’ dw’ 
tutions u = UCr),; 0 = Vi 2) (eee 


— 
Or 
—— 


ow ul faut naturellement faire dans --+ les substi- 


Cette dérivée est effectivement égale au coefficient de h dans la 
série obtenue en substituant 42 Au, Av, ... dans le développe- 
ment (2), les séries (3) privées de leurs premiers termes. Comme 
alors tous les termes restant dans ces séries contiennent h en fac- 
teur, les termes en Au, ou Av, ou... du développement (2) don- 
neront seuls dans le résultat des termes ot. 4 n’entrera pas avec un 
exposant >1. On trouvera donc le terme en h dans le résultat 
ordonné et réduit, en ajoutant les produits obtenus en multiphant 


re df df 
respectivement les termes en / des séries (3) pal a 


coefficients de Aw, Av, ... dans le développement (2), ce qui con- 
duit bien a notre formule (5). 


257. En vertu de cette formule, une dérivée premiére quel- 
conque d’une fonction composée de plusieurs variables est une 
certame fonction entiére des dérivées premiéres des fonctions 
simples et de la composante, c’est-a-dire une nouvelle fonction 
composée a composante entiére, de fonctions dont nous sayons cal- 
culer les dérivées. Si donc on l’applique une seconde fois par rap- 
port az ou ay, ..., on trouvera telle dérivée seconde que l’on 
voudra de la fonction composée considérée. On passera de la 
méme maniére aux dérivées du troisiéme ordre, et ainsi de suite. 

On retrouvera facilement, en opérant de cette maniére et en 
employant la méthode des vérifications successives, la loi géné- 
rale signalée au n° 254, 


258. L’application de la formule (5) a des fonctions composées 
formées avec les composantes rationnelles les plus simples conduit 
a des régles de différentiation dont on fait un usage continuel. 


1. Composante linéaire et homogéne 


J (U, 9; 0%) = au + bos ew +6... 
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Ona (1575°3°) 
Ci af af _ 
An = 4, ae b Sa =C, 
Vou 


d dU dV aw 
dg (eU +bV+ceW+...)=a Pasi: b ee” he 


c’est-a-dire la méme fonction linéaire et homogene des dérivées 
semblables des fonctions simples. 


La dérivée du produit d'une fonction donnée par une con- 


stante est le produit, par cette constante, de la dérivée de cette 
fonction. 


La dérivée d’une somme ou d’une différence est égale a la 
somme ou a la différence des dérivées, etc. (Cf. 166). 


Il. Composante f(u, °, , 


re UL OW Tae tee 


Ona 
aa df _ Uige 
Fi ae pa ee Be Gen oS 
dot 
d dU een Ve ee enc 
ip VU Ne ee) a WV see U Fite dae UV Ai wos 


On retombe sur la formule (4) écrite pour K=1. 


HI. Composante f(u) = u®, lentier w étant positif ou négatif. 
Ona (A575 2°) 


af = OF 
aura ae 
dot 
d dU 
es cae 
dx eee dx 


Si o>o0, cette formule coincide avec celle de l’alinéa pré- 


cédent pour un produit de w fonctions simples égales 4 U(.). 
Pour w = —1, elle se réduit a 


ah ii _ 1 aU. 
dz U” WU? dz 
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Vine ante flu, 9)= = 
. Composa OSs 


On abi, 2°, 3°) 
dp_« df. su 


= — a? 


du v dy 2 
il en résulte 
y@ _yav 
ak 1 1 aU Us) aay du da 
diz VV dx NV? di ~*~ y2 
V. Composante 
uy %4 


J(u, <n) Ux V2 


déterminant a@’ordre quelconque q, des g? variables Uy, 0\, +++, 
lla, Vo, sical aoutaetes 
Le développement du méme déterminant des fonctions simples 


(6) U, Ve 


puis la différentiation de ses termes, exécutée comme ci-dessus (IL), 
puis enfin des groupements ane des résultats de ces opérations 
conduisent immédiatement a cette régle : Pour former la dérivée 
du déterminant (6), tl suffit d’y remplacer tour a tour chaque 
ligne (ou bien chaque colonne) par la file correspondante des 
dérivées de ses éléments, et d’ajouter les g déterminants ainsi 
obtenus. 


259. Quand on rencontre l’intégrale définie (8) du n° 231, 
ses limites 29, X sont quelquefois des fonctions de la variable 
paramétrique x’, ce qui fait d’elle une fonction composée de a’. 
Pour la différentier, il faut alors ajouter a la différence (10) du 


7 


dX dx Ce as 
n° 232 les produits par ag et <a des dérivées de l’intégrale, 


prises par rapport a X et ao, quisont f(X, x!) et — f(xo, x’) (228). 


La formule (g) du n° 232 se trouve alors remplacée par 


d 5 ; X af (a, a) ye 
Zs fle, a yde= fi Kea da + f(X, x ne — f(%, & \oae 


xo 
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259 bis. On simplifie habituellement l’écriture en représentant 
par les mémes lettres les variables indépendantes de la compo- 
sante et les fonctions simples qui doivent leur étre respectivement 
substituées. En méme temps, nous évilerons certaines confusions 
en réservant le caractére 0 pour la notation des dérivées de la 
composante. 

De cette maniére /(u, », ...) représentera aussi bien une fonc- 
tion composante que la fonction composée naissant de la substitu- 
tion de U(x), V(x), ...au,0,...; et, au lieu de la formule (5), 
on écrira simplement 


dF of du | of dv | of dw 


dc oudzxr odo dx ow dx 


Beaucoup d’auteurs emploient le caractére d ou bien 0, selon 
quil s’agit de noter les dérivées d’une fonction (simple) a une 
seule ou a plusieurs variables indépendantes; mais nous n’aper- 
cevons aucune ulililé a cette distinction. 


Intégration des fonctions composées. 


260. La différentiation des fonctions composées vient de nous 
conduire a une classe d’expressions que l’on rencontre a chaque 
instant et dont il importe que nous donnions une définition géné- 
rale. 

Etendant les notions posées au commencement de ce Chapitre, 
nous appellerons fonction composée diff érentielle toute fonction 
composée proprement dite de variables indépendantes données, 
de fonctions de celles-ci et aussi de diverses dérivées de ces der- 
nicres. A ces mémes derniéres nous conserverons le nom de fonc- 
tions simples, et celui de composante a la fonction dont on a ainsi 
remplacé les variables primitives par les variables indépendantes 
définitives et par les fonctions simples accompagnées de quelques- 
unes de leurs dérivées. 

L’ordre dune fonction composée différentielle, par rapport a 
telle de ses fonctions simples, est le plus élevé des ordres totaux 
des dérivées de cette derniére qui entrent effectivement dans la 
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fonction composée dont il s’agit. Par exemple, 


Sih dU dPU adv d1V 
f(z yy da’ ” dxp’ % Aiea ae 


est une fonction composée différentielle, de composante f et 
d’ordres p, g par rapport aux deux fonctions simples U, V de la 
seule variable x. 

On peut considérer les fonctions composées proprement dites 
comme des fonctions composées différentielles mais d’ordres 
lous = o par rapport aux diverses fonctions simples. Par opposi- 
lion, on les nomme aussi des fonctions composées finies. 

D’aprés cette définition, les dérivées d’une fonction composée 
finie se présentent sous forme de fonctions composées différen- 
tielles des fonctions simples, dont les ordres sont égaux a ceux 
des différentiations génératrices (254). Mais, par rapport aux 
dérivées elles-mémes des fonctions simples, leurs composantes 
sont essentiellement entiéres et particularisées en outre par des 
traits spéciaux. 


261. Comme les dérivées des fonctions simples sont olotropes 
aussi longtemps que celles-ci (165), il suffit encore pour que les 
théorémes fondamentaux des n° 247, 256, 257 soient applicables 
a une fonction composée différentielle, que ses fonctions simples 
el sa composante sotent toutes olotropes. 

On notera avec soin que toute différentiation premiére aug- 
mente de 1 Uordre d'une fonction composée différentielle par 


rapport a toute fonction simple contenant effectivement la 
variable intéressée. 


262. Nous rencontrerons souvent des fonctions composées (finies 
ou différentielles) formées avec des composantes déterminées et 
des fonctions simples irndéterminées, et nous aurons 2 utiliser les 
propositions suivantes : 


Pour qwune fonction composée différentielle (260) 


GA 2h) dV dav 
(1) PI 1s Us Foo Gor WE oy oa) 


de fonctions simples indéterminées U, V, ... des variables 
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‘. P ; : : 
indépendantes x, y, ... soit nulle identiquement, c’est-a-dire 


quelles que sotent x, y, ... et aussi les fonctions prises pour U, 
V,...,0l faut et ilsuffit que sa composante f le soit elle-méme. 


Appelons M,N, ... les ordres de la fonction composée par 
rapport 2 U, V, ... respectivement, et 


wlPrD) 
Ces Sos Pic Care (@— Xo)P (yy — Yo)t -., (Pp+q +...=M), 
; plPrde) 
D(L, J, = > oi Soar ~(# — o)P(Y — Yo)? .--, (p+q+...ZN), 


des polynémes de degré M,N, ... en — 2%, y — Yo, .--, 00 les 
coefficients 


? 


By MR ee 


(2) wg DEP IaH) 


b] 


mare! 


sont absolument indéterminés. 
iest.évident que, pour 2,47, 2. :== 


(3) ®o, Yo 


la fonction résultant de la substitution de ces polynémes entiers 
aU, V, ... respectivement prend la valeur 


(4) FS (®05 70> teey pineal, jE oOpo20)) FH Wa seca), Bric) horas [OU iW oHeoad aks see 


Si donc cette valeur est toujours nulle, l’expression (4) ot les 
quantités (2), (3) seraient considérées comme autant de variables 
indépendantes, constitue une fonction identiquement nulle. Or 
cette fonction est précisément ce que nous appelons la compo- 
sante; donc la condition posée est nécessaire; il est évident d’ail- 
leurs qu’elle est suffisante. 


263. Pour que deux fonctions composées telles que (1) sotent 
égales tdentiquement, il faut et il suffit que leurs composantes 
le soient Vune a l’autre. Car leur différence devant s’évanouir 
quelles que soient, et les fonctions simples mises a la place des 
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indéterminées wu, , ..., et les valeurs considérées des variables, sa 
composante, c’est-a-dire la différence de celles des fonctions com- 
posées considérées, doit étre identiquement nulle (262). 


264. De quelque maniére qu’elles aient été obtenues, deux 
expressions d’une méme dérivée de nature donnée quelconque 
d’une fonction telle que (1), au moyen de x, y, +++; de U, 
V, ... et de leurs dérivées, sont nécessairement tdentiques 
(c’est-a-dire sont égales identiquement quand on y considére un 
instant toutes ces quantités comme autant de variables indépen- 
dantes les unes des autres). 

Effectivement, ces deux expressions sont aussi des fonctions 
composées différentielles de U, V, ..., que l’attribution a ces 
fonctions simples d’un méme groupe quelconque de détermina- 
tions particuliéres rend nécessairement égales entre elles, quelles 
que soient les valeurs des variables indépendantes x, y, ... (263). 


265. Voici maintenant l’énoncé général d’un probleme dont 
des cas particuliers variés se posent fréquemment : 


Trouver, sil en existe, toutes les fonctions composées di ffé- 
rentielles des fonctions simples indéterminées u, ¢, ... des va- 
riables indépendantes x,y,...,quiont pour dérivées d’ordres 
partiels déterminés, des fonctions composées différentielles 
données des mémes fonctions indéterminées u,v, ... 


Comme toute différentiauon du premier ordre augmente de 1, 
relativement a la variable qu’elle intéresse, les ordres partiels les 
plus élevés des dérivées des fonctions simples figurant dans une 
fonction composée différentielle donnée (261), on obtiendra évi- 
demment ces ordres partiels maximums pour la fonction inconnue, 
en retranchant respectvement des valeurs qu’ils ont dans les fonc- 
tions différenticlles données celles qu’ils ont dans les différentia- 
tions devant transformer la fonction composée inconnue dans les 
fonctions composées données. 

On écrira ensuite la fonction composée différentielle la plus 
générale de u, 9, ..., ot Lous ces ordres partiels aient les valeurs 
ainsi trouvées ; on développera ses diverses dérivées spécifiées dans 
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lénoncé; puis, en vertu du lemme du n° 264, on identifiera ces 
développements aux fonctions composées différentielles données. 
Cette opération fait connaitre un certain nombre de dérivées par- 
tielles de la composante inconnue, dérivées desquelles il ne res- 
tera plus qu’a remonter a cette derniére en exécutant les intégra- 
tions expliquées aux n° 221 et suivants. 

Des conditions de deux sortes sont nécessaires a la possibilité 
da probleme : il faut d’abord que Videntification soit possible; il 
faut ensuite que les intégrations soient exécutables, c’est-a-dire 
que certaines conditions d’intégrabilité soient remplies. Quand 
elles le sont, la solution générale du probléme comporte les 
mémes constantes et fonctions arbitraires de z, y, ... que si les 
fonctions composées différentielles données étaient remplacées 
par de simples fonctions de z, vy, .... 


266. Le cas le plus simple est celui ow les ordres partiels de 
la fonction composée inconnue, calculés comme nous lavons 
dit, se réduisent tous a zéro, c’est-a-dire ot il s’agit de trouver 
une fonction composée finie ayant pour dérivées d’ordres par- 
tiels déterminés des fonctions différentielles données (bien 
entendu de mémes ordres partiels maximums). 

Soitalors f(z, v,..., U, %,...) la fonction composée inconnue ; 
les développements de ses dérivées spécifiées dans lénoncé sont 
4 Végard dés dérivées de wu, v, ... par rapport 4 2, vy, ...,de 
simples polynémes entiers ayant pour coefficients telles ou telles 
dérivées partielles de la composante f par rapport a ses propres 
variables 7, y, «++, U, %, ..- (254). Cette séparation absolue 


entre 2, Y, ..., U, , .-- ne figurant que dans les coefficients de 
du du Qmtn+... dv 

fe Verne at eae 
y jouant le réle de quantités ordonnatrices d’autre part, rend 


ces polynémes d’une part, et 


Pidentification exécutable a vue, soit négativement, soit affir- 
mativement, et, dans ce dernier cas, elle fournit sans aucun 
calcul les dérivées partielles de f & soumettre aux intégrations 
finales. 


267. Comme application d’ailleurs fort utile, cherchons la fonc- 
tion-composée finie f(x, 7, .-+, WU, ¥, ++) qui a les fonctions 
M. — I. 19 
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composées différentielles du premier ordre données 


(5) 


Soe 16 90 leslie) © wi’alie cee: #LskeNels jet pas! in celle) pi ol Slexelis (stenwz'e) (ele, ~ ievereiis) /euate1™ 


pour dérivées premiéres par rapport a wv, y, ... respectivement. 
Comme on a 


df _ Of SOpds. SY, 
dis Op Lae WG GEe 1 


df of . of dw. Of, Wee. 
dy df 0¢dy oF ay 7 


la possibilité de Videntification exige que les fonctions différen- 
uelles données (5) se réduisent aux formes 


du dy 
eo dx M Gig 3S 
du do 
Y T U dy T V dy T , 
olynémes linéaires en MSL pn SCL t i? 
poly ox da’ rhe iad ayant pour coef- 


ficients des fonctions de z, y, ..., u, , ... seulement; aprés 
quoi on aura 


LORY fo Uy OI XORS Nye aa Ve 
Sie Ca paee ee levy seh ee 


si toutefois la différentielle est exacte, fy(a, y, ..., U, 0, ...)+ 
désignant quelque détermination particuliére et C une constante 
arbitraire. 


268. Cherchons encore la fonction composée finie /( a, uw) ayant 


du a *) 


pour dérivée seconde par rapport a x. 
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Ici Vona 


af of fF du Bua of Bu 


dx? 0a?" dnou de our\ dex ou dx? 


Il faut done que at se réduise A 


d du\? 
Xoo + 2X11 + Xo2 (3) + Xo 


du du 
du second deeré en — 5 
ae degré en qn’ et dont les 


coefficients sont fonctions de 2, uw seulement. Si cette condition 
est remplie, Videntification est possible et donne 


polynéme linéaire en 


OF Of __~x of of 
On Xo,15 Or = Xo, OO Ss X44; Ou? = Xo, 
équations différentielles 4 intégrer par les méthodes des n°s 221 et 


suivants. 
Les conditions d’intégrabilité sont 


daXo AXo1 x AXs9  AXiy. 

CS die Qe Tae 

si elles sont satisfaites, deux intégrations indéfinies donneront 
successivement 


7) 
us = S (Xe oda + Xi du) = Xio+ Cio, 


Ie u) = SL CX1,04 Cy 9) dx sine Xo1du] == Xo,o+ Cy ox a Co,0, 


formules of X,,9, Xo,o représentent des déterminations particu- 
liéres des intégrales indéfinies que l’on choisira a volonté, et C, 9, 


Cy,o, deux constantes arbitraires. 


269. Dans le cas général du probléme qui nous occupe, les 
intégrations ne se présentent pas autrement, mais l’identification 
estinfiniment plus laborieuse, parce que, dans les expressions entre 
lesquelles il faut Pexécuter, les dérivées des fonctions simples 
indéterminées entrent non seulement d’une maniére entiére en 
dehors des dérivées partielles de la composante inconnue, mais 


228 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


encore dans ces dérivées elles-mémes. Nous nous contenterens de 
lexemple suivant pour montrer comment les choses se passent. 


On demande la fonction composée différentielle de la seule 
fonction simple indéterminée u de la variable x, quia 


du d*u dku 
(6) z(-. Up) gan edge 


pour dérivée premicre. 


Si & est bien l’ordre effectif de cette expression, c’est-a-dire si 


la dérivée partielle de la composante Ag par rapport a celle de ses 
dku 


yropres variables que —— 
Peck ae pk 


2 ? 1 
a remplacée, nest pas identiquement 
nulle, la supputation indiquée d’une maniére générale au n° 265 
donne k —1 pour ordre effectif de la fonction composée inconnue, 


que nous représenterons en conséquence par 
Wi Co De, Why Ds 355, Cy. 


en désignant par wv’, uv’, ..., w*~'), pour abréger, les dérivées de uw, 
et par f la composante a trouver. 
Comme dans 


af _ DEENA of aa of my of 


u u om O = 
f " Ou ;  Oyk—1) 


ulh) 


uw) entre linéairement, il faut, pour la possibilité de l’identifi- 
cation, que cette dérivée entre de la méme maniére dans Pexpres- 
sion donnée, et par suite que l’on ait 


A(x, U, wu", ..., Ue) = XK) 1 YR-1) yh), 
X%~1), U'*-) représentant certaines fonctions connues de 
(7) 4S Why Wh OP weeny NEAL, 


seulement que nous avons a considérer maintenant comme autant 
de variables indépendantes. 


Sila condition est remplie, Videntification donne d’abord 


of 
(8) sgt = Ue, 
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(9) 4 Bes 


u'4 of Moet of wik—-1) == Xk—1) 
Ou ou Oulk—2) i 


Cette relation différentiée par rapport a uw'*~!) devient 


Hie af 


r 
0x Ou\k-1) a du oue—n Fo 


2 —1) 
0 Wf ee Ke! of = OX(k-1 : 
ou\k—2) oulk—-1) ou\k-2) ou\k—-1) 2 


(10) 


en ajoutant membre 4 membre les produits par 1, w', uw", ..., wk! 
des résultats de la différentiation de la relation (8) par rapport 
ax, u, u’, ..., u*—®) respectivement, on trouve 


of = of “ u' \ ! aah u\k—1) 
ox Oule-2) ou ouKk—1) SQ ylk=2) Pylk—) 
OU (k-1) eU—-0) QU(k-1) 
= ui. 1) 


On dus Th paves ow 


relation qui, retranchée de (10), laisse précisément 


of OX(k-1) pee OUe—2) 


é ve (e—1) | — Ye—2) 
ee) pra) Age ap iea ie ans 


ce dernier membre étant une fonction connue des variables (7). 
Moyennant quoi, la relation (g) donne 


0 t) 7) 
(12) a ts = ae —— uk-2 = Xh-1) — Yh—2) ylk—-t) = K(k—2) 


ce dernier membre étant encore connu. 
Il est clair maintenant qu’en opérant sur les relations (12), (11), 
comme nous venons de le faire sur (g), (8), on trouvera 


of eg 
(13) ee 
1 
Ny ms leer Of e—3) = Xtk-2) 
Range oe =) ‘ 
puis de méme 
of 
NS Ee 
oulk—") =U Z ? 
(14) 
of ate of Ui of yk—*) — KA—4, 


Ox ou Ny te ou\k—35) 
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et ainsi de suite jusqu’a 


; of 
(15) Wee 
7) 
(16) ae 


Cela posé, on déduit immédiatement des formules (16), (i5) eee 
(11), (8) 


Sf \ By My Ey ee 
= f[X dx + U du+ U'du'+...+ U%—®) duk—-® + U4) duh—")], 


a condition, bien entendu, que la différentielle soit exacte. 
Tous les autres cas ne différent de celui-ci que par une compli- 
cation de calculs qui croit d’une maniére trés rapide. 


270. Aux considérations de ce genre se rattache l’intégration 
par parties, transformation employée a chaque instant, soit pour 
le calcul effectif de beaucoup d’intégrales indéfinies, soit pour la 
réduction a d’autres plus simples, de celles qu’on ne peut exprimer 
au moyen de fonctions antérieurement connues. 

L’identité évidente 


io N da fv emf (UR +V de = U4 
donne immédiatement 
dv aU 
formule applicable & toute intégrale indéfinie ow la fonction 
sous le signe f est décomposable en deux facteurs dont Vvun 


se trouve étre la dérivée d’une fonction connue. 


271. La formule analogue 


_ QmV S qd-1V aU dm-2V 
fU dxm dz =U dxzm-1 dz dym—2 
dm-1U anu 
gator) aa dxzm-1 Von" tN ee agi a, 


CHAPITRE IX. — FONCTIONS COMPOSEES. 231 


dont on a besoin quelquefois, s’établit en appliquant m fois la 
précédente (17) 4 Vintégrale considérée, ou bien en observant 
simplement que les dérivées de deux membres sont identiquement 
égales. 


~ : , . , . , 

272. En remplacant les intégrales indéfinies de la formule (iy 
par des déterminations particuliéres rendant les deux membres 
égaux quelle que soit 2, on trouvera en marchant sur un méme 
chemin d’intégration, 


a. x 
dV = Xx ; dU 
cE US de =i if vo de, 


ou la notation placée en téte du second membre représente l’excés, 
sur sa valeur initiale en 2 , de la valeur finale acquise par la fonc- 
tion UV aprés le parcours du chemin d’intégration. 

Crest Vintégration par parties du calcul des intégrales 
définies. 


272 bis. Les questions qui ont été traitées dans ce paragraphe 
et dans le précédent, celles qui le seront dans les Chapitres sui- 
vants, sont de beaucoup les plus intéressantes de celles qui peuvent 
se poser a propos des fonctions composées. Mais il y en a bien 
d’autres, dans lesquelles il est toutefois inutile que nous nous 
engagions. 


Séries ayant pour termes des fonctions olotropes d’un méme 
groupe de variables indépendantes. 


273. Les analogies nombreuses existant entre la somme d’une 
série convergente et une somme proprement dite de quantités en 
nombre limité rapprochent aussi des sommes ordinaires de fonc- 
tions simples les séries dont nous allons nous occuper, et assignent 
par suite a leur théorie une place toute naturelle a cété de celle 
des fonctions composées. En voici d’abord la premiére base. 


Si les fonctions 


Si(Bs Np «+ +) S2(®s Is +++)s OH Oe) Tg) Ir +++), 
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sont toutes olotropes dans les aires 
(1) Sx, Sy, 
avec les mémes olométres 

(2) Os Ove ees 


si, de plus, dans les aires (1) accrues de zones additionnelles 
d’ épatsseurs 


(3) Oxy Oy 


inférieures aux quantités (2), on peut assigner aux modules 
des valeurs de ces fonctions, des limites supérieures (indépen- 
dantes de x,y, ..+) formant une série convergente 


(4) M,+ M,+...+Mg,g+.... 


cas auquel la série 


(5) Si (S95) fa Oey, 2 Soe EI, 2) eee 


ne peut manquer de l’étre aussi, la somme F(a, y, ...) de cette 
méme série est certainement olotrope dans les aires (1) avec des 
olométres au moins égaux aux quantités (3). 


Développons f.(x, y, ...) par la formule de Taylor a partir 
de valeurs initiales 29, yo, .. .prises a volonté dans les aires (1); 
comme d’une part cette série entiére en 2 — 2%, y—JYo, -- 
admet les rayons de convergence (2) supérieurs a (3), comme 
d’autre part le module de sa somme reste inférieur 4 My pour tous 
modules de ces différences égaux a ces derniéres quantités, la 
somme des modules de ses termes, pour tous modules &, 7, ... 


de ces mémes différences pris au-dessous des quantités (3) est, 
d’aprés le théoréme du n° 132, inférieure a 


wel(-8)6-8)-] 


Cette quantité est le terme général d’une série convergente, 
parce qu’on l’obtient en divisant celui de la série (4) qui est sup- 
posée l’étre par un diviseur indépendant de g. Le théoréme du 
n° 107 est donc applicable a la série de séries partielles, dans 
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laquelle se transforme la proposée (5) par le développement simul- 

tané de tous ses termes. Comme on peut ainsi déplacer et grouper 

arbitrairement les termes élémentaires de ces développements, on 

peut en particulier mettre F(z, y, ...) sous forme d’une série 

entiére en (% — Xo), (7 —yo), -.- admettant les rayons de con- 
- . Piney Faas wef ie < 

vergence (3); c’est précisément ce quwil fallait prouver. 


274. Sous les mémes conditions, on a, comme s'il s agissait 
) 2 cor) 
@une somme de fonctions simples en nombre limité (258, T), 


Clg Gare Nang Parva wes Ofori) AGRI 6 a0) 
GEDE CL a anPay?... 


Car on vient de voir que pour obtenir le coefficient de hPA7... 
dans le développement de F(z+h, y +h, ...), il suffit de 
sommer les coefticients des termes semblables dans ceux de 


Ai(@+hy+hk,...), falwth,y +k, ...), 


275. Relativement a l’exécution du calcul inverse des dérivées 
sur de pareilles séries, on a des propositions analogues dont voici 
un type plus que suffisant pour nous; il fait pendant a l’intégra- 
uon par décomposition (215, II). 


Sous les conditions énumérées au n° 273, en posant 
(6) F(a) = fi(v) + fo(v)+...+fe(a)+... 


et en représentant par “f f(a) da" le résultat de K integra- 
tions indéfinies exécutées sur f(x), On a aussi 


(7) WY F(x) dak =" f,(v)da®+...+ fF fy(x) dak +..., 


pourvu que dans le second membre et pour une méme valeur 
initiale a) de x, tombant dans Vaire Sz, les valeurs initiales 
des intégrales indéfinies et de leurs dérivées Gd OATES Te Dears 
(K —1) forment K séries toutes convergentes. 


S1 


als) + al8)(~%— m)+... 


est le développement de f(z), celui de f(x), détermination 
de ™ f fz(a) dx* qui s’annule pour z = @p, elle et ses (K — 1) pre- 
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miéres dérivées, est 


(g) (g) 
2 CO aS NK GA == gy ore. .- OS. D)s 
eR 7 eS Saka CE?) ( : 


¥ x 7 
et comme, en attribuant a (a — x») un module E< 6’, la somme 
des modules des termes du premier de ces développements est 
inférieure a 


la méme somme pour le second développement le sera a plus 
forte raison a 


terme général d’une série convergente, comme la quantité précé- 
dente l’était déja. 
En raisonnant donc comme au n° 273, on trouvera que la série 


f1(@) + fo(@)+...+fg(@)+... 


est convergente, que sa somme J(x) peut étre mise sous forme 
dune série entiére en 2 — Zp et qu'elle est précisément la déter- 
mination de (F(a) dz* qui s’annule avec ses K —1 premiéres 
dérivées pour x = 2p, car dans F(z) le coefficient de (~ — x, )"** 
est ainsi 


? 
(m-+1)(m—+2)...(m+ K) 


[a+ a4...+ alg) 4-...], 


c’est-a-dire, en vertu de la relation (6), celui méme du terme sem- 
blable dans le développement de la détermination dont il s’agit. 

Si maintenant on appelle U, U“), ..., US les sommes des 
séries toutes convergentes par hypothése 


(1) (1) (1) 
u =i Sk eel, oss 
(8) 1 2 g ais 


ui) 4 yh up, 


ee) 


que forment les valeurs initiales des intégrales du second membre 
de la formule (7), a elles-mémes et a leurs dérivées d’ordre 1, 
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2,...,(K—1), ona 


OOF F(x) dak = UO 4 Uw (=) ec (@ ME Fg 
fee I I eh ey 


Wot résulte ’exactitude de la formule en question a cause de 


4 (2 — 2») We (Os ites 
Pe oS ut) eet uk 1) Se —- fe(@). 


1 3 Ds 


Le cheminement étend ensuite la méme relation a tout l’inté- 
rieur de Vaire Sz; car aprés chaque pas les valeurs finales des 
intégrales du second membre et de leurs dérivées d’ordres 1, 
2, .++,(K —1) formentK séries convergentes, et ce sont précisé- 
ment elles qwil faut prendre comme valeurs initiales pour faire le 
pas suivant. 

Si les séries (8) restent convergentes quand on en réduit les 
termes a leurs modules (on peut évidemment toujours s’arranger 
de maniére qu'il en soit ainsi), on apercoit sans peine qu’au bout 
d’un méme chemin quelconque tracé dans l’aire Sz les modules 
des valeurs des intégrales figurant dans la série (7) sont respecti- 
vement inférieurs 4 des quantités positives en série convergente. 
Si, de plus, ces intégrales sont toutes monodromes dans cette aire, 
partant olotropes 4 proprement parler, cette série y jouit encore 
des mémes propriétés que la proposée (6). 

Le cas particulier le plus utile de la formule (7) est 


x % x 
at F(2)d =f filed tie f Se(@)da-+-..., 


0 


les intégrales définies étant toutes prises sur un méme chemin 
tracé a Vintérieur de Sy. 


275 bis. Les conditions posées ci-dessus (273 e¢ suiv.) sont 
de rigueur ('); mais quand les aires (1) peuvent subir une réduc- 


(*) L’exemple suivant fera bien ressortir l’utilité de celle qui peut paraitre la 
moins nécessaire. 

Comme on le yerra dans la deuxiéme Partie de cet Ouvrage (Chapitres VI et VII); 
la fonction cosma, quel que soit l’entier m, est indéfiniment olotrope; pour x 
réelle, elle ne prend jamais que des valeurs réelles dont les valeurs absolues ne 
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tion a de moindres S/,, Sj, 


Meee AEN te: : 
tionnelles @’épaisseurs non nulles, si faibles d’ailleurs qu’elles 


..., par ablation de zones soustrac- 


soient, les théorémes précédents ont évidemment lieu dans les 
aires réduites, pourvu seulement que dans les proposées les fone- 
tions f,, fo, --- aient des olométres communs quelconques et 
que leurs modules s’y maintiennent au-dessous des termes corres- 
pondants de la série convergente (4). Les aires réduites différant 
des proposées aussi peu qu’on le veut, nous rappellerons ces 
théorémes, tous fort précieux, dans ces termes inexacts mais bien 
plus brefs : Si, dans des aires données, les termes de la série (5) 
sont tous olotropes. et y conservent des modules inférieurs a 
ceux de quelque série convergente, sa somme y est olotrope 
et peut étre différentiée ou intégrée terme a terme, comme 
celle d’une série entiére (157, 3°) (215, 1), comme une somme 
ordinatre de fonctions simples. 


surpassent pas 1; elle a pour dérivée seconde — m?cosmz; on a enfin coso =1; 
M désignant en outre quelque quantité positive >1, la série a termes positifs 


M M M 
(@) + Neto act eens 


est convergente. 


I] en résulte que sur un segment quelconque de l’axe des quantités réelles, 
pris pour l’espace S,, du n° 273, les termes de la série 


(b) cosx | Ccos2@ _ Cosma 
1? a2 4 m? 


sont des fonctions olotropes ayant pour olométre commun une quantité positive 
de grandeur arbitraire, qu’ils y conservent des modules respectivement inférieurs 
aux termes de la série (@), que par suite cette série (b) y est toujours conver- 
gente. Et cependant, si l’on voulait différentier deux fois sa somme (supposée 
olotrope) en opérant séparément sur ses différents termes, on obtiendrait la série 


— COS 2 — COS22 —...— COSMZ —... 


qui est divergente pour x =o a cause de coso=1t. 

Ce résultat, qui pourra surprendre certains lecteurs, tient a ce que, pour toute 
valeur 2'+-12" de x dont le second élément x" n’est pas nul, cosma est une 
quantité infinie pour m infini, si petite cependant que soit la valeur numérique 
de x”. On ne peut ainsi accroitre l’espace S,, d’une zone additionnelle quelconque 
sans faire perdre aux modules des termes de la série (b) Ja propriété d’y rester 
inférieurs a des quantités positives indépendantes de x formant une série conver- 
gente. L’existence de cette propriété est donc une condition sans laquelle celle 
des propositions contenues dans ce paragraphe n’est pas certaine. On observera 
qwici l’espace S, ne peut subir l’ablation d’aucune zone soustractionnelle. 
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Développement des fonctions rationnelles. 


276. Nous avons vu (250, IV) qu’une fonction rationnelle 


mise sous forme d’une fraction ayant pour termes des polyndmes 
entiers 


(1) I(r 9A, Soa Ea) it) 

P(2, a7) ai +) 
est olotrope aussi longtemps que son dénominateur ne s’évanouit 
pas. On peut prouver en outre, ce dont nous nous dispenserons 
pour abréger, qu’edle cesse toujours de l’étre pour les valeurs 
des variables qui annulent son dénominateur, a& condition, 
bien entendu, que ses termes aient été débarrassés de tout fac- 
teur entier commun. En la supposant donc réduite a sa plus 
simple expression, ce que nous ferons désormais, il résulte immé- 
diatement de cette simple observation que R(a +h, y +h, ...-) 
est développable par la formule de Taylor a partir seulement 
des systémes de valeurs tnitiales qui ne donnent pas 


(2) P(B, Ys ++) =O, 


et seulement aussi pour les modules deh, k, ..., tels, que cette 
équation ne soit satisfaite pour aucun systéme de valeurs des 
variables tombant sott sur les circonférences, soit a Vintérieur 
des cercles ayant ces modules pour rayons et les valeurs ini- 
tiales pour centres (201). 

La discussion de l’équation entiére (2) fournit donc a la fois, 
et les valeurs initiales 4 partir desquelles le développement est 
possible, et ses rayons de convergence maximums. 

Quand il y a plusieurs variables, cette équation est indéterminée 
et il est visible qu’en général les plus grands rayons de conver- 
gence ne sont pas déterminés individuellement; nous voulons 
dire que l’augmentation des uns peut étre compatible avec la 
diminution des autres, fait particulier conforme a une indication 
générale donnée depuis longtemps (119), comme un autre du 
méme genre que nous aurions pu signaler dés le n° 120. 


277. Le calcul des coefficients n’offre pas de difficullés théo- 
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riques, puisque nous savons différentier les polynémes entiers et 
les fractions dont les termes sont des fonctions connues (258, IV); 
mais les difficultés pratiques sont considérables pour peu qu’on 
s’éloigne dans le développement. La méthode des coefficients 
indéterminés (216) est bien préférable. 

Supposons pour fixer les idées, et aussi parce que tous les 
autres cas se raménent immédiatement a celui-ci, qu’il s’agisse 
de développer R(z, y, ..-) par la série de Maclaurin, les va- 
leurs 0, 0, ... des variables ne satisfaisant pas, bien entendu, a 
l’équation (2). En se bormant au cas de deux variables et en 
appelant K, & les degrés effectifs (29) des termes de la fonc- 
tion (1), ona 


P(x, ¥)= Poo +(Pijo% + Por y)+..- 
+(PKo2k + Py1pak— y +...+ Pox y*), 


P(®, Y)=Poo+(P10% + Pory)+--- 
+ (PRo®* + Pr—1rZP-1y +. 2+ Pokey”), 


les coefficients Pog; --.5 6.0, «- + clant conmus.-eb 
()) Ray) = Rojo +CRi0% + Ror y)+.-., 


les coefficients Roo, Rijo, Ro, .-. étant & déterminer. 

On sait (116, IT) que les modules des termes du développement 
de R(a,y) forment une série conyergente a l’intérieur des cercles 
de convergence; on peut donc multiplier ce développement par 
toute autre série enuuére convergente ou polynéme (4110), en par- 
uiculier par p(x, 7). Comme, en vertu de la relation de défini- 
tion (1), on doit régénérer ainsi P(x, y) identiquement, les divers 
coefficients du produit ordonné par rapport a x, y doivent étre 
egaux respectivement a ceux des termes semblables dans P(x, y), 
é est-a-dire a Po. 9;.Ps.o,-28, Pox Jusqu’au degré K, do au dela (137). 

En écrivant ces diverses égalités pour les termes de degrés o, 
I, 2, +++ successivement, on trouve entre Roo, (Ryo, Ros), 
(Ra,o, Rijs, Roo), .-. une suite illimitée d’équations linéaires 
dans chacune desquelles figure visiblement, avec d’autres dont les 
deux indices donnent diverses sommes, une seule inconnue ot 
cette somme a la valeur maximum. Cette inconnue d’ailleurs ya 
toujours pour coefficient la quantité Yo, qui n’est pas nulle a 
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cause de p(0,0)non=o0. Les équations dont il s’agit se résolvent 
done successivement dans l’ordre o& nous les avons formées, 
chacune d’elles ne contenant, outre ’inconnue a plus grande 
somme d’indices, que d’autres dont les équations précédentes ont 
fourni les valeurs. 


278. Les coefficients du développement (3) forment ainsi une 
suite récurrente, parce que le calcul de chacun d’eux comporte 
un recours aux précédents. Mais cette dénomination est plus 
exclusivement réservée a des suites sur lesquelles nous allons 
donner un peu plus de détails. 

Dans le cas d’une seule variable a, la question se simplifie beau- 
coup. On a alors 

P(a)=Po+ Pag +...+ Pgatk, 
P(®) = PotpPie +...+ pre’, 


et 


(4) R(v)=Ryo+ Riv + Raw? +.... 


Nous supposerons po comme px non = 0 et aussi KS’ —1, sauf 
a attribuer la valeur o 4 quelques-uns des derniers coefficients 
de P(x) dans le cas ot le degré effectif de P(a) est <k—1. 

Les équations linéaires a résoudre successivement pour obtenir 
les valeurs de Ro, R,, Ro, ... sont d’abord 


Po Re =P; 
PoRi+piRo= Pi, 
(5) PoRa+ prRi+ p2 Ro = Pa, 
Po Re + py Re-1 + PORE ORL AIASO. Cl = ake: 
elles sont ensuite indéfiniment 
(6) PoRm+ PiRm-1+---+ Pe Rm—k =; 


pour toute valeur > K de Vindice m. 
En vertu de cette relation, la somme des produits par les k +-1 


constantes 


(7) Po) Pty +++) Pho 


de k-+-1 coefficients consécutifs de la série (4). écrits dans 
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Vordre inverse finit par conserver la valeur o. C'est ce quia 
fait donner a ce développement le nom de série récurrente, eta 
Vensemble des quantités (7) celui d’échelle de relation. La récur- 
rence exprimée par Véquation indéfinie (6) est timmédiate ou 
retardée, selon qu’elie commence a une valeur de m égale ou 
supérieure a k. 

Une progression géométrique de raison & offre ’exemple le plus 
simple d’une série récurrente : Péchelle de relation s’y réduit 


a+i,—l. 


279. Il est évident qu’une série récurrente considérée en elle- 
méme est enticrement déterminée, quand on connait, avec son 
échelle de relation (7) dont les termes extrémes ne s’évanouis- 
sent pas, les valeurs Ro, Ry, ..., Ry de ses coefficients, en nom- 
bre K-+124, précédant le premier de ceux dont le calcul doit 
se faire par la résolution des équations (6). De plus, il est visible 
que, quelles que sotent ces données, une pareille série est tou- 
Jours convergente pour des modules de x suffisamment petits, 
et que sa somme se réduit a une fonction rationnelle, dont le 
dénominateur p(x) a pour coefficients les éléments de l’ échelle 
de relation, dont le numérateur P(x) @ pour coefficients les 
valeurs des premiers membres des équations (5). 

Effectivement, si admettant provisoirement la convergence de 
cette série on en multiplie la somme par p(), on trouvera que 
les K-+1 premiers coefficients du produit se réduisent aux pre- 
miers membres des équations (5) et tous les autres 4 o a cause de 
Ja récurrence (6). Mais, a cause de py non = 0, la fonction ration- 
P(2) 
P(&) 
cients sont liés précisément par les relations (5), (6). Done la 
série récurrente considérée ne peut différer de ce développement. 


nelle 


se développe en une série entiére en x dont les coeffi- 


280. La décomposition des fractions rationnelles en frac- 
tions simples, opération rattachée aux éléments, mais sur laquelle 
nous reviendrons dans notre deuxiéme Partie, permet de mettre 
sous une autre forme le terme général d’une série récurrente. 

Une fraction simple est une fraction rationnelle ayant pour 
numérateur une constante, pour dénominateur une puissance d’un 
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bindme du premier degré, ot il est évidemment permis de suppo- 
ser =1 le coefficient de x; et, comme nous le reverrons, une 
P(z) 
P(@) 
fonction linéaire et homogéne de fractions simples telles que 


fraction rationnelle quelconque peut étre transformée en une 


(8) ee 


ot les constantes a sont les diverses racines de Péquation enticre 


(9) P(£2)=0 


et les exposants q, des entiers égaux ou inférieurs a leurs degrés 
de multiplicité. Quand K surpasse / —1, ces fractions simples 
sont accompagnées de certains mondmes entiers dont l’ensemble 
reproduit précisément le quotient de la division algébrique de P(z) 
pat p (2): 

Cela posé, comme ici aucune des quantités a ne s’évanouit, 
parce qu’on a p(o)non= 0, la formule du n° 152, construite en 
prenant 2)=—a, h=x, p=q, donnera immédiatement le 
développement de la fraction simple (8), indépendamment de 
toute considération de récurrence. En formant donc la méme 
fonction linéaire et homogéne des termes généraux de ce déve- 
loppement et de ceux de toutes les fractions simples analogues, 
en réunissant aux premiers termes les mondmes entiers pou- 
vant provenir de la décomposition de la fonction rationnelle, on 
obtiendra le terme général de son développement. 

Cette méthode particuliére combinée avec ce que nous savons 
(151) sur la convergence des développements des fractions simples, 
fait immédiatement retrouver, pour rayon de convergence maxi- 
mum du développement de notre fonction rationnelle, la valeur 
résultant des considérations générales du n° 276, savoir le plus 
petit des modules des racines de l’équation (9). 


M. — I. x6 


CHAPITRE X. 


PRINCIPE ESSENTIEL DE LA THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES TOTALES. 


Généralités. 


281. Une relation entre des fonctions données d’un méme 
groupe de variables est l’expression de légalité identique, c’est- 
a-dire quelles que soient les valeurs de ces derniéres, de deux 
fonctions composées données, lune ou lautre finie ou différen- 
tielle (260), des fonctions dont il s’agit. 

Comme d’habitude, on réduit le second membre 4 o, en faisant 
tout passer dans l’autre qui prend alors le nom de premier 
membre, lui-méme ou souvent sa composante. 

Selon que le premier membre ainsi défini est une fonction 
composée finie ou différentielle de tels et tels ordres, la relation 
elle-méme prend ces divers noms. 


282. Quand les fonctions simples intéressées dans une rela- 
tion sont olotropes, ainsi que la composante de la fonction com- 
posée différentielle qui en constitue le premier membre, celle-ci 
a des dérivées de tous ordres, calculables par l’application des 
régles générales (253 e¢ suiv.); et toutes ces dérivées sont, comme 
elle, identiquement nulles (187). 


Dune pareille relation finie ou différentielle donnée, on en 
déduit donc une infinité d’autres entre les mémes fonctions, 
mais toutes différentielles, en égalant a o les dérivées de tous 
ordres de son premier membre. 


La formation de ces nouvelles relations différentielles se nomme 
la différentiation de la relation primitive. 

Il faut toujours étre prét a former et a utiliser ces relations 
accessoires provenant ainsi de la différentiation de relations don- 
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nées, et celles aussi qui naissent de leurs combinaisons variées. 
Entre les fonctions 


[ I 
u=—») CS SH} 
Xv bane: 


par exemple, il existe d’abord la relation finie 
zu+(1+ 2)» —1—x£=0, 


puis les relations différentielles d’ordres 1, 2, ... 


—I+2%7u+ 94 wae Spe ey 

dx dx i 

2u nie oe (regs as 
dz dx dx? dx Y 


puis enfin toutes les autres relations résultant des diverses com- 
binaisons des précédentes. 


283. Un systéme d’équations finies ou différentielles est la 
méme chose qu’un systéme de relations proprement dites, a cela 
prés que les fonctions uw, 9, ... qui s’y trouvent engagées sont 
inconnues, et qu’il s’agit précisément de trouver ce qu’elles doi- 
vent étre pour que les relations données aient toutes lieu entre elles. 

Quand toutes les équations considérées sont finies, le systéme 
est dit fini; les fonctions qui satisfont a ses équations se nom- 
ment les solutions, souvent les racines du systéme. Nous devons 
attendre le Chapitre suivant pour parler de la résolution des sys- 
témes de cette espéce. 

Quand ces équations sont différentielles en tout ou en partie, 
les solutions du systéme s’en nomment les fonctions intégrales 
(Cf. 209, II et suiv.). 

Les solutions d’un systéme fini peuvent étre des fonctions quel- 
conques, mais les intégrales d'un systéme d’équations diffe- 
rentielles ne peuvent étre congues autrement qu’olotropes, 
entre certaines limites tout au moins. Effectavement, puisque leurs 
dérivées jouent un role dans la question, il faut que ces fonctions 
aient des dérivées; or nos définitions (155 e¢ suzy.) n’en attri- 
buent normalement qu’aux fonctions olotropes (Cf. 207). 
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284. L’intégration d'un systéme d’équations différentielles est 
Vopération consistant a trouver toutes ses intégrales, ce qui veut 
dire tant6t les exprimer au moyen des fonctions que l’on con- 
naissait avant de s’occuper du systéme, tantét, quand cela ne se 
peut, les étudier et les classer méthodiquement. 

Ce probléme a pour cas particuliers les plus simples toutes les 
questions traitées dans le Chapitre VIII; car la condition pour 
une fonction inconnue d’avoir certaines dérivées égales a des 
fonctions données des variables indépendantes, s’exprime par de 
véritables équations différentielles dont les premiers membres 
sont formés chacun par une dérivée seulement de la fonction 
inconnue, dont les seconds membres ne contiennent jamais ni 
cette fonction inconnue ni ses dérivées. Envisagé dans toute sa 
généralité, il est a coup stir le plus vaste et le plus important de 
tous ceux de Analyse. L’intégration des équations différen- 
tielles a fait découvrir la plupart des nouvelles fonctions trans- 
cendantes; elle a procuré aprés coup la conception analytique la 
plus naturelle et la plus satisfaisante, méme du petit nombre de 
celles qui avaient pu étre apercues indépendamment d’elle, comme 
les fonctions circulaires et les logarithmes; elle fournira bientét 
une base solide a notre théorie des équations finies. Enfin elle 
est habituellement la voie la plus aisée par laquelle on puisse 
déduire les lois mathématiques des phénoménes naturels, de faits 
accessibles a l’observation et faciles 4 combiner par le raison- 
nement. Par exemple, il serait impossible de découvrir par 
Pobservation directe la forme du chemin que suit la lumiére en 
se propageant dans l’atmosphére; mais les lois de la réfraction 
dans les cas les plus simples permettent d’écrire immédiate- 
ment l’équation différentielle de la trajectoire lumineuse, d’ow 
l’on remonte par intégration al’équation proprement dite de cette 


ligne. 


285. Un systéme quelconque d’équations différentielles peut 
étre remplacé par un autre ot aucune des dérivées des fonc- 
tions inconnues ne passe le premier ordre. 


Supposons, en effet, que, dans le systéme considéré, les dérivées 
de wu atteignent l’ordre k > 1. 
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M 
En posant 
du ; du : 


(ula) eS eee 
dx “xy ey? 


on aura évidemment 


Mu _ dus CzUIN auc aa, au duy 
dz? dx’ dandy ay" ae dy? dy’ ; 
Gun. dul, Bu Bu, . duy 


dx dar” da? dy ~ dx dy dx’ 


ce qui permet de remplacer partout les dérivées de u d’ordres supé- 
rieurs au premier par des dérivées de wv), u,, ... d’ordres tous 
moindres d’une unité respectivement. En faisant donc ces substi- 
tutions aprés avoir adjoint au, ¢, ... les nouvelles fonctions incon- 
nues UW), Wy, --., au systéme proposé les équations (1), on rempla- 
cera ce systéme par un autre dans lequel 9, .. . entreront aux mémes 
ordres, w au premier, ot les dérivées de wv), uy, ... atteindront 
Pordre & —1 seulement, et dont les intégrales représentées par les 
lettres wu, v, ... coincident certainement avec celles du proposé. 

En opérant comme nous venons de le faire pour u, sur u), 
u,, +++, puis sur les nouvelles fonctions inconnues successivement 
adjointes, on arrivera 4 un systéme qui sera du premier ordre par 
rapport 4 toutes les fonctions inconnues autres que ¢, .... En 
faisant enfin pour ¢, ... ce que nous venons d’expliquer pour u, 
on achévera la transformation du systéme proposé dont il fallait 
établir la possibilité. 

Par exemple, toute intégrale de l’équation différentielle unique 


du troisiéme ordre 


du @u Bu 
PN EES ag gsi) = 


pourra s’obtenir en prenant quelque intégrale wu du systéme du 
premier ordre par rapport aux trois fonctions inconnues wu, w’, uw", 


du a 
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a 


Ce sont des réductions de ce genre que nous avons exécutées 
au fond, quand nous avons décomposé en intégrations de différen- 
tielles du premier ordre celles de différentielles d’ordres plus 
élevés (les unes et les autres totales ou incompletes ) (Chap. VII). 


286. Dans la théorie des équations différentielles, on peut ainsi 
se borner a la considération des systémes composés exclusivement 
d’équations du premier ordre, mélées quelquefois a des équations 
finies; nous nous placerons de préférence 4 ce point de vue qui 
facilite beaucoup la conception et l’énonciation des faits généraux. 

Parmi les systémes du premier ordre, il faut distinguer d’une 
maniére toute spéciale ceux que nous nommerons tmmédiats et 
dont le caractére fondamental est de fournir tmmédiatement 
telles ou telles dérivées (premiéres) des fonctions itnconnues, 
exprimées en fonctions composées des variables, de ces mémes 
fonctions inconnues et de leurs autres dérivées (premieéres). 
Eux seuls effectivement se prétent a l’édification d’une théorie 
simple, etil faut absolument les connaitre pour pouvoir étudier les 
autres. 


287. Le présent Chapitre est consacré 4 une premiére étude de 
la classe la plus simple et aussi la plus importante des systémes 
immédiats. Cette classe comprend les systémes dont les diverses 
équations expriment routes les dérivées (premieres) des fonc- 
tions inconnues en fonctions composées, finies par conséquent, 
des variables indépendantes et de ces mémes fonctions incon- 
nues; pour cette raison on les appelle des systémes d’équations 
différentielles totales. 

Leur type est ainsi 


du do 
ae Us(@; 3, Meee aes Tp Ney, Seon Wg Oe, oo) 
(2) ¢ du d¢y 


ou xz, y, ... représentent les variables indépendantes, u, ¢, ... 
les fonctions inconnues, Uz, Vx, .--, U,, Vy, ... des fonctions 
composantes données, et ou, pour plus de clarté, nous avons tou- 
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jours placé dans une méme colonne les équations ayant pour pre- 
miers membres les dérivées d’une méme fonction inconnue par 
rapport aux diverses variables, dans une méme ligne celles dont 
les premiers membres sont les dérivées des diverses fonctions 
inconnues par rapport & une méme variable. 

Les lignes, les colonnes et les équations du Tableau (2) sont 
ainsi en nombres respectivement égaux A ceux des variables, des 
fonctions inconnues et a leur produit. 

Par exemple, les équations exprimant que les dérivées de l’inté- 
grale indéfinie d’une différentielle totale premiére donnée sont 
égales aux multiplicateurs de dx, dy, ... (208) constituent un 
systéme immédiat d’équations différentielles totales, mais avec 
cette particularité, que la fonction inconnue n’entre dans aucun 
second membre. 


288. Avant tout, une distinction essentielle doit étre faite entre 
les divers groupes possibles de fonctions intégrales du syst¢me 
immédiat (2). 

Dans les uns, les valeurs des variables indépendantes pour 
lesquelles les intégrales demeurent olotropes, prises avec les 
valeurs correspondantes 


TION ORAS oe) PS OCs I so0)h ste 


de ces fonctions sont touyours des valeurs ordinaires (144) 
pour 2, y, ..-, U,%, ... considérées un instant comme varia- 
bles indépendantes dans tous les seconds membres 


des équations différentielles (2). En d’autres termes, si pour ioe 
y', +++, valeurs particuliéres des variables prises au hasard, les 
intégrales u(x, vy, .--), 9(@, y, +++) sont olotropes et prennent 
les valeurs particuliéres wu! =u(a', y',.-.), 0° = (#4 Vy weedy ees 
les composantes Uz(%, y, «++, Uy 0, +++); Vay +++, Uy, «+. seront 
toutes olotropes ena =a’, y= y', ...,)U= UW, 9 =O, ose. 
Dans d’autres groupes d’intégrales au contraire, ces valeurs 
correspondantes des variables et des intégrales sont quelquefois 
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toujours singuliéres pour un au moins des seconds membres 
de nos équations différentielles, Ur(@, vy, +++) Uy % aG eg pak 
exemple, et selon les circonstances tels ou tels autres seconds 
membres, avec celui-ci, cesseront toujours d’étre olotropes pour 


! 


J — 
Ee, RBs eres UW Uy, V= 0, 


Ces derniéres intégrales dites singuliéres n’existent pas tou- 
jours. Quand il y en a, c’est par hasard et leur recherche, leur 
étude ne peuvent se faire qu’a l’aide de procédés impliquant essen- 
tiellement la considération des propriétés spéciales des seconds 
membres des équations différentielles (2). H en est d’ailleurs 
ainsi, comme nous l’avons dit généralement (149), dans toutes 
les questions ot se rencontrent des fonctions entrant dans des 
phases singuliéres. Nous sommes obligé d’attendre le Cha- 
pitre XIII (znf.) pour en parler avec plus de détails. 

Nous appellerons ordinazres les intégrales de la premiére sorte ; 
elles existent dans des cas infiniment plus étendus, et ce sont les 
seules qui soient susceptibles d’une théorie générale. Nous allons 
maintenant parler d’elles exclusivement. 


289. Examinons tout d’abord les conséquences résultant de 
existence de quelque groupe d’intégrales ordinaires que nous 
continuerons a représenter par les lettres wu, ¢, ..., comme si elles 
étaient encore inconnues. 

D’aprés la définition méme de pareilles intégrales, leur substi- 
tution dans les équations différentielles données (2) transforme 
tous leurs seconds membres U,(%, 7, S24, u, Vane=-),)--. em des 
fonctions composées de u, v, ... considérées comme fonctions 
simples, dont les composantes sont essentiellement olotropes 
(aussi longtemps du moins que existence de ces intégrales est 
assurée). L’observation générale faite au n° 282 est alors appli- 
cable, et ces intégrales satisfont ainsi, non seulement aux 
equations différentielles (2), mais encore & toutes celles que 
Von trouve en les différentiant de toutes les maniéres pos- 
stbles. ; 

On a ainsientre les intégrales u, 9, ... un ensemble illimité de 
relations différentielles [comprenant les équations données (ie 
que nous dirons primitives pour les distinguer d’autres dont nous 
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parlerons dans un instant, et sur lesquelles nous ferons les 
remarques suivantes. 


I. Chacune d’elles a pour premier membre quelque dérivée 
d’une intégrale et pour second membre une fonction composée 
différentielle de l’ensemble des intégrales considérées, dont le 
plus grand des ordres par rapport a ces diverses fonctions est 
inférteur d’une unité au moins a celui du premier. 


Car ces particularités s’observent pour une équation quelconque 
du systéme (2 ) 


dw 
Ai = Wilaes 9 NU, Oooo ie te Gn Ca) 


dont le premier membre est une dérivée premiére et le second une 
fonction composée d’ordres tous nuls, et sur laquelle & différen- 
uations quelconques changent le premier membre en une dérivée 
Wordre k-+1 de » et le second en une expression dont l’ordre 
par rapporta w, par exemple, ne peut surpasser k, soit que wu entre 
effectivement dans W,, soit qu’accidentellement cette intégrale n’y 


figure pas (261). 


Il. On trouve autant de relations primitives ayant pour 
premiers membres une méme dérivée de nature donnée d’une 
intégrale donnée, qwil y a de variables différentes intéressées 
dans les différentiations génératrices de cette dérivée. 


Il est évident en effet qu’en supposant p, g, 740, on obtendra 
AP+I+? wp 
quelque relation primitive ayant pour premier membre ap ayes 
dérivée dont la formation comporte des différentiations par rap- 
port aux trois variables distinctes x, y, 3, et qu’on ne pourra le 
faire que de l'une de ces trois manieres : 
° Soit en exécutant la différentiation DOA!" sur celle des 
Pe du systéme (2) qui se note par 


dw 
iP NAC, Dante oes Ua me aCe 
9° Soit en exécutant la différentiation DiPi4"')%) sur Péqua- 


lion 
dw : 
aye Wy; 
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, Rs ye ree (P.Gait = pds ernie 
3° Soit enfin en exécutant la différentiation DiPstor teh" sur 
’équation 
dw 
dz = Wie 


Il. Les seconds membres des relations primitives sont, par 
rapport aux dérivées de u,?,... quiy figurent, des polynémes 
entiers ayant pour coefficients telles ou telles dérivées partielles 
des composantes Uz, ... par rapportax,y, -..,U,%, ++. (254). 


IV. Les relations primitives fournissent immédiatement 
ainsi, pour toute dérivée d’ordre k51 dune intégrale, une 
expression au moins, en fonction composée des variables x, 
y,.-» des intégrales u, v,... et de leurs dérivées d’ordre <k; 
de plus, chaque expression de cette espéce est essentiellement 
entiere par rapport aux dérivées des intégrales ainsi qu’aux 
dérivées partielles des composantes Uz, ... 


Nous donnerons aussi a ces expressions le nom de primitives. 


V. A l’égard du nombre des expressions primitives d’une dé- 
rivée donnée d’une intégrale, il y a a distinguer surtout le cas ot 


Mees : x ae dk 
cette dérivée est stmple, c’est-a-dire de la forme —— ne compor- 


dt* 
tant de différentiations que par rapport a une seule et méme va- 
5 3 AP+I+? wp 
: Y Sy GRINS 
riable t, de celui ot elle est complexe, comme da? dytda’ a 


laquelle les différentiations intéressent simultanément plusieurs 
variables distinctes x, y, &. 

Une dérivée simple a une seule expression primitive; une 
dérivée complexe en a nécessairement plusieurs. 


VI. On notera que le second ordre est le moindre de ceux qui 
contiennent des dérivées complexes, et aussi que chacune d’ elles 
n’y posséde que deux expressions primitives. 


VII. Remarquons enfin que si on fractionne les différentia- 
tions pour arriver 4 une méme relation (ou expression) primitive, 
Vordre dans lequel elles peuvent se succéder n’a aucune in- 
uence sur la nature du résultat (264). 


290. La combinaison variée des relations primitives les unes 
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avec les autres conduit ensuite A une infinité d’autres relations 
différentielles entre les intégrales ordinaires du systeme (2) dont 
nous admettons l’existence. Nous distinguerons seulement celles 
que l’on trouve en procédant comme il suit. 

Nous ferons un premier groupe des équations différentielles (2) 
elles-mémes, conservées sans modifications. 

Nous leur ajouterons les relations primitives ayant pour pre- 
miers membres les dérivées secondes de wu, 9, ..., aprés y avoir 
substitué aux dérivées premiéres figurant dans leurs seconds 
membres, leurs expressions fournies par les relations du premier 
groupe. 

A ces deux premiers groupes nous en adjoindrons un troisiéme 
formé par les relations primitives contenant les dérivées troi- 
siémes de wu, 9, ... dans leurs premiers membres, ot nous sub- 
stituerons encore aux dérivées premiéres et secondes de ces fonc- 
tions entrant dans leurs seconds membres, toutes leurs expressions 
fournies par les nouvelles relations déja obtenues dans les deux 
premiers groupes; et ainsi de suite. Plus généralement, le k’eme 
groupe se formera, quel que soit k, en prenant les relations 
primitives ayant les dérivées kim’ de u, v, ... dans leurs 
premiers membres, et y substituant aux dérivées d’ordres 1, 
2,...,k—1deu,¢,..., qui seules figurent dans leurs seconds 
membres (289,1), toutes les expressions qu'on en peut turer des 
nouvelles relations antérieurement construites dans les k —1 
premters groupes. 

Nous appellerons w/times les relations de cette espéce, ainsi que 
les nouvelles expressions qu’elles fournissent immédiatement pour 
les dérivées de tous ordres de nos intégrales. Voici leurs caractéres 
essentiels. 


I. Les seconds membres des relations ultimes sont tous 
dordres nuls, c’est-a-dire se réduisent a de simples fonctions 
composées finies de x,y, ..., U, 9, ».+. La chose a lieu d’elle- 
méme pour le premier groupe, puisqu’il est composé des équations 
différentielles données elles-mémes; elle subsiste ensuite pour 
le k*me eroupe, parce qu’elle a lieu pour les A —1 premiers. 


Il. Ces mémes seconds membres se présentent sous forme de 
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fonctions composées entiéres des seconds membres Uz, --- des 
équations différentielles (2) et de leurs dérivées partielles par 
rapport A £2, ¥, «++, U, 9, ..+. C'est une conséquence de la 
nature spéciale des relations primitives (289, IIl) combinée avec 
ce fait évident qu’elle s’étend au k*™* groupe des relations ultimes 
dés qu’on l’a vérifiée pour les A —1 premiers. 


Ill. Selon quelle est simple ou complexe (289, V), chaque 
dérivée de u,v, ... aune seule expression ultime ou plusieurs. 


Quand la dérivée considérée d’ordre k est simple, toutes les 
dérivées contenues dans son expression primitive le sont néces- 
sairement aussi. Il s’ensuit que son expression ultime est unique, 
si celles des dérivées simples d’ordres 1, 2, ..., k—1 Jouissent 
de cette propriété. Elle Vest done quel que soit /, puisque les 
équations différentielles (2), constituant le premier groupe des 
relations ultimes, assignent une seule expression ultime a chacune 
des dérivées premiéres de u, 9, .... 

Quand elle est complexe, d’une part elle a plusieurs expressions 
primitives (289, V), d’autre part chacune de ces expressions peut 
contenir des dérivées complexes (d’ordres moindres) dont chacune 
pour cette méme raison peut étre éliminée de plusieurs maniéres. 
Il en résulte évidemment, pour ces expressions ultimes, une mul- 
plicité certaine dont létendue égale quelquefois, surpasse habi- 
tuellement celle de ses expressions primitives. 


IV. Comme d’une part les dérivées premiéres, toutes simples, 
ne possédent chacune qu’une seule expression ultime, comme 
d’autre part toute dérivée complexe seconde ne posscde que deux 
expressions primitives (289, VI), chacune de ces derniéres n'est 
susceptible que de deux expressions ultimes. 


V. Réciproquement, les relations ultimes entrainent les rela- 
tions primitives comme celles-ci les avatent entrainées. En 
remettant effectivement dans les relations ultimes A la place de 
chaque expression qui pour les construire avait été substituée a 
une dérivée de uw, 9, ... la notation de cette dérivée (expression 
qui est égale a cette dérivée en vertu de quelque relation ultime 


> ee t f : ’ bt 
d’un groupe antérieur), on régénére évidemment toutes les rela- 
lions primitives. 
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Plus briévement, le passage des relations primitives aux 
relations ultimes est une opération absolument réversible. 


291. Deux exemples empruntés aux cas les plus simples éclair- 
ciront suffisamment les considérations précédentes. 


I. Pour l’équation différentielle unique a une seule fonction 
inconnue uw dune seule variable indépendante z, 
ae du 
(3) ee u), 
elt en admettant l’existence d’une iniégrale ordinaire w, les rela- 
lions primitives seront cette équation elle-méme et celles-ci obte- 
nues en les différentiant indéfiniment 


eu ou OU du 


dz? ox | ou dx’ 
Git, Sor ae 02U du 02U /du a OU) du 
dat 0m 'ondu dz ow i) Ox dx?’ 
au 8U , aU du 
dxz* 0x?  ~ oxt0u dx °°” 
Les relations ultimes seront 
du 
ie U(@, wu), 
du ou our 
Gi Oe oy Re): 
du 8U, #8U , aU y, wu wy 
dae Ou. Oe Ow * Ou? Dou | Oe = Ou ? 
d*u 03U eu 
dz*~ 0x3 | ~ oOw?0u |’ 


@iiaiebelis cel oleic se): S cd Jeige)u4) 6) is 160) .0.le\\e .B.¢jefece/i6r ee) e 


Ici, comme dans tous les cas ou tl ny aqu une seule variable 
indépendante, toutes les dérivées des intégrales sont essentiel- 
lement simples, et chacune d’elles nest susceptible que d'une 
expression, soit primitive, soit ultime. 


II. Pour le systéme immédiat 4 une seule fonction inconnue u 
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de deux variables indépendantes x, y, 
du 
dx 


1. 
a = Uy(2,y, 4), 


= Us(@, 5%); 


on trouyera, en se bornant aux expressions des dérivées secondes : 
1° Pour relations primitives 


dtu _ Uz , Uz du 


dx2 ox ie ou dx’ 
puis 

@ui _ dy re oUx du 

dxdy oy ou dy 
ou biep 


Pu OU, dU, du 


de ay Oe + Ou dx’ 


selon qu’on opérera en différentiant la premiere ou la seconde des 
équations (4), et finalement 


au oUy 


Glee Mai ey 


Uy du. 
du dy’ 


2° A aide des équations (4), premier groupe des relations soit 
primitives, soit ultimes, on en déduit le second groupe de rela- 


tions ultimes 
au OUx oU 


a3 x 
dx ov ou UA, 7); 
Gu dy , WU, U 
dpdya Oy edn 
et 
au OUy  dUy 
diddy, ~50n Ou Uz, 
eu eer ay Uy. 


dy? oy ou 


292. Quand le systéme (2) posséde quelque groupe d’inté- 
grales toutes olotropes en x9, 7, .-., les développements de 
ces fonctions par la formule de Taylor a partir de ces valeurs 
des variables peuvent étre reconstruits dés que Von connait 
seulement leurs valeurs initiales Uy, %y, ..-- 


a 
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Comme les seconds membres des relations ultimes formées au 
n° 290 contiennent z, y, ..., uv, ¥, ... seulement, et qu’on sait 
avoir 

T= hy. =e 
pour 
LX, Y=) es 


cette derniére hypothése numérique les transforme tous en des 
quantités connues. On obtient ainsi les valeurs correspondantes 
des premiers membres de toutes ces relations, c’est-a-dire les 
valeurs initiales de toutes les dérivées des intégrales ordinaires 
dont Vexistence est admise. Or ces valeurs initiales, avec celles 
des intégrales elles-mémes que l’on connaissait auparavant, sont 
précisément les coefficients des développements cherchés, aux 
diviseurs numériques connus prés. 

Par exemple, si l’on sait que l’équation (3) posséde une inté- 
grale ordinaire olotrope en 2» ely prenant la valeur wo, le déve- 
loppement de cette intégrale en série entiére par rapport a x — xy 
sera, d’aprés ce quia été dit au n° 291, I, 


GH hy 
Up + U (20, Uo) ee 


(2 — xo)? 


+ [U4 (a, wy) + U1) (a9, uo) U(x, Uo) ] aa 


293. Les formules primitives (289) pourraient aussi bien étre 
employées 4 la reconstruction de ces développements. I] suffirait 
d’y poser toujours 2 = %, Y= Yo, ---, de les écrire par ordres 
croissants, et de les résoudre successivement par rapport aux 
valeurs initiales des dérivées des intégrales que cette hypothése 
numérique y aurait introduites. De cette manic¢re Vélimination 
progressive des dérivées d’ordres moindres sudvrazt, au lieu de 
la précéder, la réalisation de l’hypothése numérique initale; 
mais il est évident qu’on retrouverait ainsi les mémes valeurs 
pour les coefficients de ces développements (290, V). 


994. Nous n’avons fait aucune allusion a la multiplicité des 
expressions primitives ou ultimes des dérivées complexes signalée 
ci-dessus. Il n’y a pas effectivement a s’en préoccuper; on pourra 
bien acause d’elle obtenir de plusieurs maniéres les valeurs de cer- 
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tains coefficients des développements, mais, pour chaque coeffi- 
cient, ces valeurs seront de toute nécessité numériquement égales 
les unes aux autres, parce que les diverses expressions d’une méme 
dérivée complexe sont données par des formules qui toutes sont 
des conséquences nécessaires de l’existence supposée des inté- 
grales, et qui, par suite, ne peuvent manquer de s’accorder entre 


elles. 


Existence des intégrales ordinaires dans le cas de passivité. 


295. Les calculs indéfinis qui viennent de nous procurer la 
reconstitution des développements d’un groupe d’intégrales ordi- 
naires du systéme immeédiat d’équations différentielles totales 


du dv 
He Cte » U,V, ys Dp NEY ve Uy Py ona) 
(t) 4 du de 
je oe » U,V, a) dy: » Us, )s 5 


que l’on saurait exister et dont on connaitrait seulement les 
valeurs initiales 


(2) Uj, 90, +285 


correspondant aux valeurs initiales attribuées aux variables indé- 
pendantes 


(3) Bay) WAIr) oey 


permettent évidemment aussi de trouver par la méthode des 
coefficients indéterminés, méme quand on ne connait rien sur 
eux, tous les groupes de ces intégrales qui peuvent exister. Pour 
cela, il suffit effectivement : d’abord de prendre arbitrairement dans 
les aires 


(4) Sx; Sy; SOS) Su, Se 


ee) 


ou les composantes U,, Vx, ..-, U,, ... restent toutes olotropes, 
les quantités (3) (2) servant de matériaux a ces calculs, ensuite 
d s s A [dons 255 A 

e construire les mémes séries entiéres en (a — Lo), (¥ —Io)y «ss 
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que si l’on avait la certitude d’aboutir A des intégrales [rien ne 
peut entraver cette opération, puisque nous restons dans les limites 
@olotropie des composantes Uz, ... et qwil y a simplement a 
former des expressions entiéres des valeurs de leurs dérivées par- 
tielles correspondant aux valeurs particuliéres (3), (2) de «, 
Vy +++) U, 0, ++], puss enfin de sommer ces séries quand elles 
admettent quelque systéme de rayons de convergence tous diffé- 
rents de zéro et quand leurs sommes satisfont effectivement aux 
équations différentielles du systéme. 

En procédant de la sorte pour toutes les combinaisons de va- 
leurs des quantités (3), (2) qui tombent dans les aires (4), on ne 
pourra manquer de découvrir les développements de toutes les 
intégrales ordinaires du systéme proposé; etil ne restera plus, pour 
chaque groupe, qu’a prolonger aussi loin que possible, par voie 
de cheminement, les premiers développements ainsi obtenus. Au 
sujet de cette derniére partie de opération, nous n’avons rien a 
ajouter présentement aux généralités sur lesquelles nous nous 
sommes élendu dans le dernier paragraphe du Chap. VI; mais 
nous allons établir les principales propositions auxquelles conduit 
Vétude approfondie des autres, en commengant par |’examen d’un 
point capital. 


296. Nous avons constaté aux n®* 289, 290 que les formules, 
soit primitives, soit ultimes, donnent plusieurs expressions pour 
chaque dérivée complexe, et au n° 294, que cette multiplicité n’a 
pas d’inconvénients quand il s’agit simplement de reconstituer les 
développements d’intégrales ordinaires dont lexistence est cer- 
taine. Mais, quand on opére comme au n° 295, sur des valeurs des 
quantités (3), (2) prises au hasard dans les aires (4), on concoit 
qu’il puisse en étre autrement, que les valeurs diverses obtenues 
pour un méme coefficient du développement dune intégrale hypo- 
thétique soient inégales. L’existence d’intégrales satisfaisant aux 
conditions résultant des données (3), (2) devient alors impos- 
sible; car, quelque choix que l’on fasse entre ces diverses valeurs, 
le développement obtenu ne peut, méme en cas de convergence, 
satisfaire a celles des équations (1) dont la différentiation a con- 
couru 4 la formation des formules primitives qui, directement ou 
indirectement, attribuent d’autres valeurs au coefficient considéré. 

M. —I. 17 


258 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


oun le coefficient de (2 — %o)(y — yo) dans le développement 
de l’intégrale hypothétique du systéme (4) considéré au n° 294, IT, 
les formules ultimes donnent, par exemple, les deux valeurs 


Fess gue vs, | e=%o% Es ae Ue| Vat 


Oy | On ¥=Yo Ox Ou y=%o 


uly uU=Uy 


Si elles sont inégales et que l’on adopte la premiére, le déve- 
dD q p Pp ? 

loppement ne peut satisfaire ala derniére équation du systéme, 

dont la considération assigne précisément au coefficient considéré 


la valeur rejetée. 


297. Une égalité numérique constante entre toutes les valeurs 
initiales fournies par les formules ultimes pour une méme dérivée 
quelconque d’une intégrale hypothétique est donc une condition 
absolument nécessaire a l’existence d’un groupe d’intégrales ordi- 
naires répondant aux données initiales choisies. Elle peut résulter 
de deux causes enti¢rement différentes : 

Soit a@’un choix convenable des valeurs numériques des quan- 
tités (3), (2), relativement a la nature particuliére des compo- 
santes Uz, ... figurant dans les seconds membres des équa- 
tions (1), choix qui, s’vl est possible, ferait naitre l’égalité en 
question pour ces données initiales, sans |’assurer pour d’autres ; 

Soit d’une corrélation mutuelle spéciale entre les compo- 
santes Uz, ...,de nature a établir Végalité dontil s’ agit, indé- 
pendamment de toute précaution dans le choix des valeurs 
numériques des données initiales en question. 

Dans ce dernier cas, qui est de beaucoup le plus intéressant, les 
intégrales ordinaires existent toujours comme nous allons inces- 
samment le constater, et elles jouissent de propriétés générales 
trés remarquables dont l’étude constitue la partie la plus impor- 
tante de la théorie des équations différentielles (Chap. XIII, inf). 

Nous caractériserons la corrélation ci-dessus spécifiée entre les 
fonctions U,, ..., en disant que le systéme (1) dont elles forment 
les seconds membres est passif. 

Pour un systéme non passif, existence des intégrales ordi- 
naires est essentiellement subordonnée a la possibilité pour la 
premiére cause signalée d’entrer en jeu, partant précaire. Nous 
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donnerons aux intégrales de cette sorte, quand par hasard il y en 
aura, le nom d’exceptionnelles, et nous ajournerons aux n° 380, 
40S (inf.) le peu que nous avons a en dire. 

Le systéme (1) est évidemment passif ou non, suivant que les 
diverses expressions ultimes de toute dérivée d’une intégrale 
hypothétique, sont ou non égales entre elles, quelles que soient 2, 
Vy +++5 Uy 9, ~.. considérées comme autant de variables indépen- 
dantes; car les valeurs initiales A assigner a cette dérivée sont 
précisément ce que deviennent ces expressions quand on y écrit 
ny ape hie) a eaupman tap lace dew 44,2 3. as Whi iron 

Kt il reste a se préoccuper de cette égalité pour les dérivées 
complexes seulement, puisque chaque dérivée simple n’est sus- 
ceptible que d’une seule expression ultime. 

Cela posé, la distinction s’opére aisément a l’aide du théoréme 
suivant. 


298. Pour que le systéme (1) sott passif, il est nécessaire et 
suffisant que Végalité identique ci-dessus spécifiée ait lieu 
dans lordre le moins élevé des dérivées complexes, cest- 
a-dire entre les deux expressions ultimes de chacune des 
dérivées complexes secondes des diverses intégrales hypothé- 


tiques (290, IV). 


La nécessité de cette condition résulte immédiatement de l’éga- 
lité de cette sorte qui doit avoir lieu pour les dérivées complexes 
du second ordre en particulier. Nous prouverons qu’elle est suffi- 
sante en raisonnant comme il suit. 


I. La méthode expliquée au n° 290 pour déduire des relations 
primitives entre les intégrales ordinaires uw, ¢, ... du systéme (1), 
dont nous admettions alors l’existence, une expression au moins 
de lune de leurs dérivées d’ordre quelconque +1, wt"), en 
fonction composée finie de 2, y, ..- et de ces intégrales elles- 
mémes, n’est pas la seule qui conduise 4 un semblable résultat. 
On peut y arriver par le procédé beaucoup plus général consis- 


Us 
k by dia 
différentiations, l’autre de g=k—p ee ) » la différentiation 


oO 
tant : 1° 4 décomposer d’abord en deux groupes, l’un de p & ) 


dordre total & 4 exécuter sur une équation du systéme (1) pour 
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obtenir une expression primitive de wt"; 2° a exécuter ensuite 
sur ]’équation en question les p premiéres différentiations; 3° a 
substituer aux dérivées d’ordres 1, 2, ..., p quelles ont intro- 
duites dans le second membre, leurs expressions finies que les cal- 
culs antérieurs semblables peuvent étre supposés avoir fournies 
pour toutes celles d’ordre <A-+1; 4° a exécuter ensuite les g 
autres différentiations; 5° a substituer enfin leurs expressions de 
provenance semblable aux dérivées d’ordres 1, 2, ..., q de u, 
v, ... que ces derniéres différentiations ont fait reparaitre. Et la 
méme observation s’applique aux dérivées des intégrales hypo- 
thétiques dont nous nous occupons en ce moment. 

Dans l’hypothése p = k, g = 0(oubien p= 0, g = k), ce nou- 
veau procédé se confond avec celui qui nous a fourni les expres- 
sions ultimes; dans toutes les autres il ne donne yamais que 
des expressions ultimes et tl peut toutes les reproduire, ce que 
nous allons constater dans la mesure ot nous avons besoin de le 


savoir. 


Il. Si, pour chaque dérivée de u, v, ... dont l’ordre ne 
surpasse pask, toutes les expressions finies dont la génération 
vient d’étre décrite (y compris les ultimes) sont égales identi- 
quement,.c est-d-dire quelles, que Solent. 2, Vy. -1.4et ae ee 
considérées comme autant de variables indépendantes, la 
méme égalité identique a lieu entre celles des mémes expres- 
sions finies de chaque dérivée d’ordre k +1, qui ont été dé- 
duites d’une méme équation du systéme (1) par un ensemble 
donné de k différentiations a décomposer arbitrairement 
comme ci-dessus en deux groupes, l’un de p, Vautre de q dif- 
sérentiations. 


L’égalité en question est évidente entre celles de ces expres- 
sions qui sont ultimes; car elles s’obtiennent ici en substituant 
dans une méme expression primitive de w“*") des expressions 
finies des dérivées de u, 9, ... d’ordres 1, 2, ..., k, A chacune 
desquelles notre hypothése attribue une individualité constante. 
Il suffit done de l’établir entre cette expression ultime, d’une part, 
et toute autre expression finie de m+), 

Pour fixer les idées et nous soustraire aussi A la confusion de 
notations trop compliquées, nous raisonnerons sur le systéme le 


e 
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plus simple se réduisant, comme au n° 291, 1, a Punique équation 


(5) pee == UiCaa), 
pour laquelle plusieurs conditions de l’énoncé se trouvent réa- 
lisées d’elles-mémes. 

Les p premiéres différentialtions conduisent d’abord a une for- 
mule primitive qu’on peut considérer comme résultant des substi- 
tutions 


ies _ du d2u dPu 
Uo,0 = U, U4,.0 = aie 2,0 = asta ae? up,o = ee 


faites dans une relation de la forme 


dpHyu : 
(6) dxPtt = Up oCz; Uo,05 4,0; oolals Up,o), 
ou U,,o est une composante déterminée, dépendant tant de la 
nature de U que de la grandeur du nombre p. 

Les g derniéres différentiations conduisent ensuite 4 une for- 
mule fournissant l’expression primitive de u‘**!) et qu’on peut 
encore considérer comme résultant des substitutions 

di+su 
we as dzaits 


dans une autre relation de la forme 


dk 1 


SaaS == Up, (2, U9,0 0,15 +++ 0,q> U1 ,0) W119 «00s Ugg ees Wpi0, Upyis «+> Up,q)s 


ol U,,, est une nouvelle composante dépendant de la nature de Up,» 
et de la grandeur de g. Et, pour en obtenir l’expression ultime, il 
faut y mettre a la place de wo,, la lettre w, puis a celles de w;,; les 
: 5 d di+su 3 

fonctions Y;,;(z, wv), expressions finies de Totes? Tal pour chaque 
dérivée ont une individualité indépendante de leur provenance, a 
cause de l’hypothése et dei+-7<k-+1. 

Cela posé, laformation de toute autre expression finie de 
au moyen du procédé décrit dans Valinéa I conduira : a substi- 
tuer-A Uo,9, U1,0, +++, Up,o, dans la formule (6), u et les expres- 


ykt1) 
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sions ultimes Y,(a, w), --+, Yp(#, uw), ce qui donne 


dptu 


A eraey — Up o(2; Uu, MAS eer) aa 


a différentier g fois cette relation, ce qui donne 


dk+1u ee du Ohl dtyy y aia) : 
———-( = Ss NO S99 Seren OOD S Spee tere one 

dak+ PEN Ae lara ae dad’ a " ditq } 
dlY; 


Tai représentant la dérivée 7” de la fonction composée Yew); 
ax 


calculée comme siu y désignait une fonction simple indéterminée 
de x; a substituer enfin leurs expressions finies (toujours d’indi- 
du @u dtu 
dx’ dx’ ? “dxI 
membre de cette équation tant ostensiblement que médiatement 
Z 5 , ne 4 aly; 

comme engagées dans les fonctions composées différentielles Ria 

Or, ¢g étant < k, ces substitutions finales changent par hypo- 


vidualités déterminées), a entrant dans le second 


., HY: ; 
thése ar en Y;,;; elles feront donc retomber pour cette nouvelle 


expression finie de w(**"), sur son expression ultime précédemment 
obtenue, 


dkAy 
deer = Up,q(2, u,Y1, »-+) Vg, Y4, Yo, 2-9 Vig, exer unless «209 Upag)e 


Pour un systéme quelconque, la démonstration complete exige- 
rait des signes multipliés dont le maniement et la reproduction 
ltypographique seraient matériellement difficiles ; mais on apercoit 
aisément que les choses s’y passent de la méme maniére, parce que 
les conditions posées dans l’énoncé, combinées avec l’observation 
du n° 289, VII, suppléent aux circonstances réalisées d’elles- 
mémes pour l’équation (5), et imposent une individualité con- 
stante 4 chacun des divers objets analogues 4 ceux que nous avons 


y,.. UM 
P»Q? ~'+J? dai 


désignés par les notations U, 5, U 
III. Sous les mémes conditions et si k+1> 2, les mémes 
conclusions subsistent pour deux expressions finies de kt") 


déduttes d’une maniére quelconque de deux équations diffé- 
rentes du systéme (1). 
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Supposons, par exemple, que l’ensemble des différentiations 
caractérisiques de m**) en comprenne une D, par rapport a z, 
une autre D, par rapport a y etun groupe D de k —1 autres quel- 
conques, en sorte que lon ait w%t') — D,D,Dp. Supposons en 
outre que, pour obtenir les deux expressions finies de m+") qui 
sont en cause, il ait fallu exécuter la différentiation D,D sur 
Péquation 


et la différentiation D;D sur Péquation 
(7 61s) Wye 


D’apres Valinéa précédent, il suffit de prouver Videntité des 
expressions ultimes de wT"), tirées l’une de l’équation (7), l’autre 
de )’équation (7 bis); de plus, il est permis de calculer la premiére 
en exécutant la différentiation D sur W,,, expression ultime 

dw 
ioe 
dx dy 
2,...,k—1deu,¢,..., de calculer la seconde par la méme dif- 


2 


tirée de (7), puis en rééliminant les dérivées d’ordres 1, 


férentialtion D opérée sur W,, 7, expression ultime de ae tirée 
de (7 bis), et suivie des mémes rééliminations. 

Or, par hypothése, il y a identité entre VW, ,, W,., expressions 
finies d’une méme dérivée d’ordre 2non>; par hypothése 
encore, chacune des dérivées d’ordres 1, 2,..., k—1 qu’onarééh- 
minées n’est susceptible que d’expressions finies toutes identiques 
les unes aux autres. Donc il y a identité aussi entre les expressions 


ultimes de ¢*t") qui sont en question. 


IV. Chaque dérivée de u, », ..., soit premiére, soit seconde 
mais alors simple, n’a en fait qu’une expression finie; d’autre part, 
toutes les expressions finies des dérivées complexes secondes se 
réduisent 4 leurs expressions ultimes et les deux expressions 
ultimes de chacune d’elles sont toujours identiques en vertu de 
Vhypothése faite dans Pénoncé de notre théoréme. Les raisonne- 
ments ci-dessus (IL), (IIL) peuvent done étre faits successivement 
et indéfiniment pour k = 2, 3, ..., etils étendent a tous les ordres 
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Videntité de toutes les expressions finies (ultimes en particulier ) 
d’une méme dérivée de uw, 9, ...; c'est ce que nous aylons a 
prouver. 


299. En vertu du théoréme précédent, les conditions de pas- 
sivité du systéme (1) se formeront en égalant identiquement, 
c’est-a-dire 2, y, ---, U, 9, --. y étant considérées un instant 
comme des variables toutes indépendantes les unes des autres 
indistinctement, les deux expressions ultimes de chacune des 
dérivées complexes secondes des diverses intégrales hypothé- 
tiques. Si le systéme implique g fonctions inconnues de h va- 
riables, le nombre des dérivées complexes secondes de chaque 


ees h(h—1) 


fonction inconnue est ————, nombre des combinaisons 2 a 2 


des h variables; celui des eens de passivité, égal au nombre 

Pie : h(h—1) 
total de ces dérivées complexes, a donc pour expression g ——~—- 

Pour le systéme (4) considéré aux n® 291, 296, on a g=1, 
h =2, et le nombre des conditions se réduit a 1. Cette condition 
unique est 
UP P(x, y, Uy + UPON (a, y, u)Uy(a, y, u) 
= UY, ia, se u)-+- UU UL(a, 7, uw) 


(quelles que soient z, y, uw). 

Une particularité essentielle 4 noter est que le systéme (1) est 
passif de lui-méme, c’est-d-dire sans aucune condition, quand 
le nombre des variables se réduit a 1. Effectivement toutes les 
dérivées des intégrales hypothétiques sont nécessairement simples 
et iln’y a point de dérivées complexes de l’inégalité des expres- 
sions ultimes desquelles on ait 4 se préoccuper. 

Les conditions d’intégrabilité du calcul inverse des dérivées 
(Chap. VIII) sont évidemment les conditions de passivité des 
équations différentielles immédiates par lesquelles on peut for- 
muler chaque probléme particulier. Mais, hors ce cas de systémes 
immédiats dont les seconds membres ne contiennent ni les fonc- 
tions, ni leurs dérivées, les conditions de passivité ne sont pas 
des conditions d’intégrabilité rigoureuses; il existe en effet des 
systémes immédiats doués d’intégrales ordinaires bien qwils ne 
solent pas passifs, ce dont on trouvera un exemple au n° 405 (inf). 
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4b) - , , 
C’est pour ce motif que, dans le cas général dont nous commencons 
de . ne 526 = 
l'étude, nous n’avons pas laissé 4 ces conditions le nom impropre 
de conditions d’intégrabilité qu’on leur donne habituellement. 


300. La démonstration trés importante du numéro suivant, 
celle aussi du n° 362 (inf.), reposent toutes deux sur un méme arti- 
fice dérivant de notions trés simples qu’il convient d’établir aupa- 
ravant. 

Etant donnée une fonction olotrope f(x,y, ...) de variables 
quelconques, nous appellerons majorante de cette fonction en Xo, 
Yo, +--+ toute fonction o(x, y, ...) des mémes variables, jouis- 
sant de la propriété que, pour = %), y= Vo, ---, sa valeur et 
celles de ses dérivées de tous ordres soient réelles positives, et supé- 
rieures aux modules des valeurs correspondantes de f(z, y, ---) 
et de ses dérivées semblables. 

D’aprés cela, les points suivants sont évidents : 


lL. Toute dérivée de © est une majorante pour la dérivée 
semblable de f. 


Il. Toute fonction composée différentielle, a composante en- 
tiére, de fonctions simples olotropes fi(@, Vy «++), fo(Ly Vy 00+) oe 
admet pour majorante ce quelle devient quand ony substitue : 
1° aux signes — de la composante le signe + partout; 2° a ses 
coefficients, des quantités positives égales ou supérieures a 
leurs modules; 3° aux fonctions f,, fo, ...,d’ autres fonctions 
simples 0,(£, Y,-++), 2(¥,Y)+++),) +++ Jouant a leur égard le 
réle de majorantes. 


301. Nous passons au théoréme assurant dans le cas le plus 
général l’existence des intégrales ordinaires du systéme (1) que 
nous supposerons désormais passif. En outre, nous supposerons 
limitées les aires (4) ot l’on sait que les composantes des seconds 
membres 


(8) 


aleeilelie’ qhovie@ei-aise (elle) on e)(6 66.6) e198 )e\¢ e112) ,°) 9.686 06 


sont toutes olotropes; et, en appelant toujours g le nombre des 
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fonctions inconnues, h celui des variables indépendantes, nous 


poserons, pour abréger, 
I . 
(9) yak 5 
6 


puis nous représenterons par 0 une premiére constante positive, 
égale ou inférieure au plus petit des olométres des composantes (8) 
dans les aires (4), par r une deuxiéme inférieure a 6, par M une 
troisiéme supérieure a la fois ay et 4 tous les modules que les 
valeurs des fonctions (8) peuvent atteindre dans les aires (4) 
accrues de zones additionnelles d’épaisseurs comprises entre 7 
eto (181), par dil, enfin, une quatriéme au moins égale 4 M + y. 
Tout cela posé, le théoréme en question s’énonce ainsi : 


De quelque maniére que les données initiales (2), (3) aient 
été prises a Vintérieur des aires (4), les développements des 
intégrales hypothétiques du systéme (1), construits sur ces 
données comme nous l’avons expliqué ci-dessus (295), (292), 
admettent tous des rayons de convergence au moins égaux a 


if 
re) aghoi’ 
et leurs sommes 
(1) NE ay OES aoa Ie 


sont les premiers développements de fonctions qui sont effecti- 
vement des intégrales de ces Equations. 


I. En posant, pour abréger, 


(@— %y) + (¥ — Yo) +... +(U — Uy) + (9 —%))+...= GF, 
la fonction 


QL, Vy .-+, UO, «6. DS — yt 


est Majorante EN Lo, Voy +++) Uo, Po, +++ (300), pour chacune 
des composantes (8). 


En effet, il vient immédiatement pour les ordres partiels quel- 
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conques p, g,... 


2.+:P (P+Ilp+2)...(p+q) | 


Te TEL 


*95 


' fis 
Q'P,1-) (29, Yo; ser, Ug, VO; a IG 


quantité positive qui, a cause de Dt >M et d’apres le n° 183, 
surpasse évidemment mod W'P:4:-) (xy, Dari ae Cdn ere 
W désignant lune quelconque de ces composantes. 

Pour l’ordre total 0 on a d’ailleurs 


OHA Pity Goan iy Cy obo) =O —— Fae INS OCI N (Zein Min ac og ting Cag oc ok 


Il. La fonction 


(12) Boe coe a) (2 


est majoranté En Xo, Vo, +++) Uo, Vo, +--+; pour UVexpression ul- 
time (290) de Pune quelconque des dérivécs d’ordre totalk(>1) 
des intégrales hypothétiques du systéme (1). 


: : 12 
1° L’expression ultime de a 
dx 
Ay ous Ue 
ue ees oe Mere) 
admet pour majorante (300, IL) 
21S IC AR OUNE y e e allen Eee eaten Lote 
dx" Ou Op Ea =)" Pas Oe S 
—— = 
x ii x Ife 
g ot? 
=e 
/ 


a cause de gy =1 (9), et l’on retombera sur la méme majorante 
; Cu du dy de 

pour les expressions ultimes de ae ayo ea ey | 

parce que la fonction Q jouit de la double propriété d’étre majo- 
rante pour chacun des seconds membres de nos équations diffé- 
rentielles (I) et d’avoir, égales identiquement entre elles, toutes 
ses dérivées d’un méme ordre total quelconque. Le point dont 
nous nous occupons est donc exact pour k= 2, car le dernier 
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résultat obtenu est précisément ce a quoi l’expression (12) se 
réduit alors. 

2° Les équations (1) formant par hypothése un systéme passif, 
les expressions ultimes des dérivées d’ordre total k 1 dE Upon. 
peuvent étre formées en différentiant une fois seulement celles des 
dérivées d’ordre k, et substituant ensuite les seconds membres de 
ces équations aux dérivées premiéres des mémes intégrales hypo- 
thétiques que ces différentiauions ont fait reparaitre. C’est ce qui 
résulte des alinéas (II), (IIL) du n° 298, en y prenantp=k—1, 
—ie 

3° Si maintenant on admet que la fonction (12) jouit, jusqu’a la 
valeur k de cet indice, de la propriété majorante énoncée, on 
prouvera immédiatement qu’elle en jouit aussi pour la valeur k +1, 
en appliquant le procédé ci-dessus (2°) ala formation des expres- 
sions ultimes des dérivées d’ordre total A +1 deu,v,..., even 
se souvenant que ® est majorante pour toutes celles des dérivées 
premiéres (300). La propriété dont il s’agit est done générale, 
puisqu’elle existe pour k = 2 (1°). 


Ill. Pour les valeurs §, n, ... attribuées aux modules des 
différences (x — Xo), (vV¥— yo), +++, le module de 


Cael Aa © Alera) Ka 


ROIS oe Pe ac 


Am,n,... 


terme en (x — Xo)™(y—yo)”... dans le développement d’une 
intégrale hypothétique quelconque du systéme (1), est infé- 
rieur a 


= FE WoMesa alae sees 2 & MUS Mane... 
(13) (m+n+ peel kmgn 
(fe SOP Acie Non Uae an oy adie oA re : ‘ 
car, Amn... élant la valeur initiale de Vexpression ultime de 


quelque dérivée @ordre total(m+n-+.. .) dune intégrale hypo- 
thétique, on obtient une quantité positive supérieure 4 son module 


en faisant 
k=m+n-..., 


2= 2X, J =SJ 0) culo u= Uo, 09 =%, see 


dans la fonction (12), majorante de cette expression pour les va- 
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leurs dont il s’agit. D’owt les inégalités évidentes 


_ 
. 
(Se) 


mod Am» 7n,...< 
Z 


sOrsterel 2c art Sy a — 3] g=yr", 


Ne 
eS 


r 


o NU \ m+n+... 
-6...[2(m+n-+...)] (E=) cane 
a oN FS oe 
= Mc Do@ae Ue = 08. CF x)" n+ 
i 


i) 


IV. Un mot nous suffit maintenant pour démontrer la premiére 
partie de notre théoréme. 
? v , ’ , 
L’expression (13) est le terme général du développement de 


(E+ 7- elle 


en série entiére par rapport a §, 4, .... Or, en faisant abstraction 


2e2 MMU 


i 


r De: 3 ogee 
du facteur constant a cette série provient de la substitution de 
la somme 


ae N05 ae oe 
< 15 | T eee 


/ ‘fe 


fe 
) 


(14) 


a la variable T dans la série entiére 


1+ T+ T2-+.... 


Pour sa convergence il suffit (120) que la somme (14), qui se 
confond avec celle des modules de ses diverses parties, soit infé- 
rieure 4 1, rayon de convergence de cette derniére série. Il suffit, 
en particulier, que ces diverses parties soient toutes égales entre 


ee Re lour 
elles et inférieures chacune A 7 Inverse de leur nombre, c’est- 


a-dire que Pon ait 
. 


WS 2gh dv’ 


I fe 
= wahole. 


Si done ces inégalités ont lieu, les modules des termes des 
développements considérés, tous inférieurs aux valeurs corres- 
pondantes de !’expression (13), forment a plus forte raison des 


séries convergentes. 


V. Enfin il esta peu prés évident que les fonctions (11), sommes 
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des développements ainsi obtenus, satisfont a toutes les équa- 
tions (1). Leur structure assigne effectivement a leurs dérivées de 
tous ordres des valeurs initiales précisément égales a ce que nous 
appelions tout a l’heure les valeurs initiales des dérivées des inté- 
erales hypothétiques. Entre les valeurs initiales de ces dérivées des 
fonctions (11), il existe done toutes les relations dans lesquelles 
la substitution des lettres v, 0, ... au, ¥, ... et lhypothése 
numérique 2 = %, ¥ = Yo, --- changent les relations ulumes du 
n° 290, et par suite toutes les relations primitives du n° 289 entrai- 
nées par celles-ci (290, V). Or les égalités numériques fournies 
ainsi par les relations primitives expriment directement qu’aprés 
substitution des fonctions (11) dans les équations différentielles, 
les deux membres de chacune deviennent des fonctions de x, y, . 

dont les dérivées semblables de tous ordres sont égales en Xo, 


Vo, «++ et qui par suite (189) sont égales identiquement. 


302. Quand ona obtenu, comme nous venons de |’expliquer, 
les premiers développements des intégrales ordinaires du systéme 
(1) qui répondent aux données initiales (2), (3), il ne reste plus 
qu’a en recommencer de nouveaux, en marchant sur tous les 
chemins praticables issus de 2, Vo, -.. (172). Cette seconde 
partie de l’intégratron comporte les observations suivantes : 


1. Ces développements ultérieurs des intégrales satisfont 
identiquement aussi au systéme (1). Car Végalité identique entre 
les deux membres de chaque équation différentielle, que fait naitre 
la substitution des premiers développements a wu, v, ..., entraine 
a elle seule la méme identité entre les résultats de la substitution 
de tous développements ultérieurs (252, IL). 


Il. Comme les données initiales déterminent les premiers déve- 
loppements sans ambiguité aucune, puisque les coefficients de 
ceux-ci sont fournis par les relations ultimes qui assignent a 
chacun d’eux une valeur unique, comme ensuite chacun des pre- 
miers développements détermine complétement tous ceux qui lui 
succédent sur des chemins donnés, le schéma de chaque intégrale » 
en Z, y, ... (172) ne dépend absolument que des données fonda- 
mentales (2), (3) et des chemins suivis pour passer de xy, 9, «+. 


Wy Vowels os 
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Sur de mémes chemins praticables quelconques, un seul 
groupe de g fonctions de x, y, ... jouit donc de la double 
propriété de satisfaire, a titre d’intégrales ordinaires, au sys- 
téme immédiat (1) et de prendre des valeurs numeériques 
données au commencement de ces chemins. 


Ill. Deux groupes de g fonctions de x, y, ... sont par suite 
identiques sur tous les chemins praticables, s’ils sont composés 
@intégrales ordinaires dun pareil systéme, satisfaisant de 
part et d’autre a un méme ensemble de conditions initiales. 


IV. Ici se présente une nouvelle application de l’observation 
générale faite au n° 175, I, que nous avons déja utilisée dans le 
calcul inverse des dérivées au n° 209, V et ailleurs. 

Supposons qu’on-ait cheminé de 7, Yo, ~~. 423, Vi, ..., et 
qu’on veuille développer les intégrales a partir de ces nouvelles 
valeurs initiales. Si ’on nomme uj, 9;, ... les valeurs numériques 
acquises par ces fonctions en xj, j;, ..-, les nouveaux dévelop- 
pements sont des fonctions de x, y, ... jouissant de la double 
propricte de se redmre a)W7, (jy, «.. pour = Hj, Vy = 9/7, . .. a, 
et de satisfaire aux équations différentielles considérées (1). Is 
coincident par suite (III) avec les premiers développements des 
intégrales du systéme proposé répondant aux données fondamen- 
Fleser 7 ius i es 

Ainsi donc, @ la génération directe de chaque nouveau déve- 
loppement d’une intégrale tsolée, que procure, comme au 
n° 172, la considération de celui qui la précédé, on peut sub- 
stituer l’opération indirecte impliquant les g intégrales a la 
fois et consistant a revenir aux équations différentielles pour 
en tirer, comme nous U’avons expliqué au n° 295, les premiers 
développements des intégrales qut sont égales a Uj, i, 
Pour L=Xi,V=—Yi-- 

Cette conception de chaque groupe de développements wlté- 
ricurs comme un groupe de premiers développements construits 
sur les valeurs numériques actuelles de 2, y, .--,U,%, +++, Wans- 
formées en données fondamentales, facilite au plus haut degré 
étude et le maniement des intégrales. On la préfére a toute 


autre. 


272 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


V. En particulier, elle rend évidente cette conséquence qui est 
trés importante. 

Comme, d’une part, la quantité positive (10), limite inférieure 
commune des rayons de convergence de premiers développe- 
ments construits sur les données fondamentales (2), (3) est en fait 
absolument indépendante des valeurs particuliéres de ces der- 
nicres, pourvu bien entendu qu’elles tombent toutes a Vintérieur 
des aires (4); comme, d’autre part, ainsi qu’on vient de le voir, 
tous développements ultérieurs peuvent étre considérés comme 
de premiers développements construits sur de nouvelles données 
fondamentales, cette méme quantité (10) constitue ausst une 
limite inférieure des rayons de convergence des développe- 
ments ultérieurs, tant que la marche dex, y,... aVintérieur 
des ‘Gires Sg, oy, a0 le CRT AINE Vextérieur des aires Su, 
Sy, --» la valeur d’aucune des intégrales u, ¢, . 

Par suite, les chemins praticables sont tous ceux qu’on peut 
tracer dans les aires Su, Sys +: @ PAVlr Al Wey Vu, ey AVEC” 
des cétés de longueurs inférieures a la quantité (10), et de 
maniére que les valeurs de u,v, ... restent toutes intérieures 
CUE Gres ype 

Ainsi donc, les intégrales sont localement olotropes avec des 
olométres au moins égaux a la quantité (10) (175, IV), non 
pas nécessairement dans la totalité des aires Sx, Sy, ..., mats 
certainement dans toutes portions sz, Sy, ... de ces aires ow 
le cheminement ne peut faire échapper des aires Sy, Sy, .-- 
la valeur d’ aucune intégrale. 


VI. Quand ona tracé les limites extrémes des aires partielles sz, 
Sy) +++, Opération en général assez facile, mais exigeant l’inter- 
vention des propriétés spéciales des composantes (8) dans chaque 
cas particulier, le théoréme du n° 201 fait immédiatement con- 
naitre les plus grands rayons de convergence des intégrales. 
Et, pour peu que ces aires soient étendues, la valeur de la limite 
inférieure que notre théorie générale assigne aux olométres perd 
toute influence sensible sur celle des rayons maximums. On s’at- 
tache donc exclusivement & reculer les limites des atres Sze 
Sy) +++, Sans s’inquiéter Jamais de la valeur numérique de 
Vexpression (10). Cette derniére considération dte tout intérét 
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a la recherche de limites inférieures plus élevées; c’est en nous 
contentant de celle-ci, que nous avons pu réaliser dans le raison- 
nement des simplifications au fond considérables. 

Dans le calcul inverse des dérivées (Chap. VIII), la simplicité 
des développements des intégrales nous a laissé apercevoir immé- 
diatement leurs plus grands rayons de convergence ; dans quelques 
autres cas particuliers on peut encore, sans trop de peine, les 
découvrir par la discussion des développements eux-mémes, mais 
c’est fort rare. 


303. L’existence des intégrales, résultant de la double possibi- 
lité de former leurs premiers développements, puis de cheminer, 
se formule trés briévement en disant que des éguations diffé- 
rentielles totales constituant un systéme immédiat passif pos- 
séedent des iniégrales ordinaires localement olotropes, aussi 
longtemps que leurs seconds membres le demeurent eux-mémes. 

Considérées dans leur ensemble, et pour un systéme donné, 
ces intégrales sont des fonctions déterminées des variables 
indépendantes et de leurs propres valeurs initiales jouant alors 
le réle de nouvelles variables adjointes aux autres ; leurs valeurs 
ne dépendent effectivement que de celles de toutes ces quantités. 

Mais, quand aucune condition initiale n’est annexée au systeme, 
elles sont essentiellement indéterminées relativement aux va- 
riables de la question. Leur indétermination consiste en ce que, 
outre ces h variables, elles contiennent les g paramétres repré- 
sentant leurs valeurs initiales. Nous constaterons plus tard que 
les intégrales sont encore olotropes par rapport a ces paramétres. 


(Chap. XIII inf). 


304. En terminant ce Chapitre, recommandons au lecteur de 
ne pas oublier que la marche suivie pour trouver des intégrales 
ordinaires au systéme (1) supposé passif ne différe pas, dans son 
essence, de la Méthode des coefficients indéterminés (216). 

En développant effectivement les seconds membres en séries 
entiéres en L — Lo, V— Voz +++) U— Uor P — Voy 285 substituant 
du, 9, +.- dans ces équations des séries entiéres 4 coefficients 
indéterminés en 2 — 2%, ¥Y—Yo, «++ ayant Uy, Vo, +--+ pour pre- 


miers termes, et égalant numériquement les coefficients dans les 


M. —I. 18 
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deux membres des termes semblables parrapport a ces différences, 
nous aurions obtenu une suite illimitée d’équations de conditions 
susceptibles de fournir successivement les valeurs des coeffi- 
cients inconnus, exprimées en fonctions entiéres de ceux précé- 
demment obtenus et des coefficients des développements des 
seconds membres. Aprés quoi, nous aurions pu constater que les 
séries ainsi obtenues sont convergentes et que leurs sommes satis- 
font bien aux équations proposées. De cette maniére, nous aurions 
parlé un autre langage; mais nous aurions fait la méme chose, a 
cause de la presque identité des valeurs initiales des dérivées des 
fonctions avec les coefficients de leurs développements. 


CHAPITRE XI. 


FONCTIONS IMPLICITES EN GENERAL. 


Existence et différentiation des fonctions implicites dans le cas 
fondamental. 


305. On appelle fonctions implicites celles qui sont défi- 
nies par la condition de satisfaire 4 un systéme d’équations 
finies (283) données entre elles et les variables indépendantes. 
Ce mode de génération comporte le plus souvent une ambiguité 
qui se léve par l’addition de conditions accessoires que nous pré- 
ciserons au moment voulu. Combiné avec la composition des 
fonctions (Chap. IX), il permet de tirer d’un nombre excessi- 
vement restreint de fonctions primordiales de telle ou telle origine 
(fonctions rationnelles accompagnées d’une seule transcendante) 
la presque totalité de celles qui sont les matériaux des calculs 
usuels. 

Dans le probléme des fonctions implicites, les données sont 
les premiers membres des équations génératrices, et il faut de toute 
nécessité leur connaitre des propriétés précises, sans quoi le rai- 
sonnement manquerait de base et serait impossible. Nous les sup- 
poserons olotropes, eux ou plutét les composantes dont ils sont 
formés (281), pour les valeurs qu’il y aura lieu d’attribuer aux 
quantités qu’ils contiennent. La plupart des autres cas peuvent 
d’ailleurs étre ramenés a celui-ci; sinon |’on se trouve en présence 
de lune de ces singularités qui échappent absolument aux mé- 
thodes générales (149). 

Parmi les fonctions implicites engendrées ainsi par la réso- 
lution d’équations simultanées dont les premiers membres sont 
olotropes, les plus remarquables sont naturellement celles pour 
lesquelles ces premiers membres sont tous des polynémes entiers. 
Elles forment la classe immense des irrationnelles algébriques, 
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contenant le groupe relativement trés restreint des fonctions pro- 
venant de la combinaison des opérations rationnelles avec des 


extractions de racines. 


306. Il nous faut avant tout définir certaines fonctions com- 
posées différentielles jouant a Végard d’un systeme de plusieurs 
fonctions un réle tout semblable a celui que les dérivées premiéres 
d’une seule remplissent vis-a-vis d’elle. 

Etant données m fonctions 


(eee. 
(1) ee Y, Z, eee 
| OOS. NG Z, Ceeiets 4) 


des nSm variables X, Y, Z, ..., T, nous appellerons détermi- 
nant différentiel de ce systéme par rapport a m variables 
désignées le déterminant (au signe prés) des m? dérivées pre- 
miéres de ces fonctions, prises par rapport a ces m variables et 
écrites dans leur ordre naturel. 

Si Von construit le Tableau 


dF, dF, dF, dF, 
Ua AON OT ge 
dF, dF, dF. dF, 
(2) aX aT ote 
aP mn AV», aur, a 
dx GY ad | ay 


des dérivées premiéres de toutes ces fonctions, dont le nombre des 
colonnes est égal ou supérieur a celui des lignes, on obtiendra 
celui d’un déterminant différentiel donné, en associant les m 
colonnes de ce Tableau qui contiennent les dérivées des fonc- 
tions Fy, ..., Fi» prises par rapport aux variables voulues: 
Comme nous ne spécifions pas l’ordre de ces m colonnes, chaque 
déterminant est suscepuble de deux déterminations opposées 
entre lesquelles nous choisirons indifféremment. 

Leur nombre total est celui des combinaisons des n colonnes 
prises mam; il se réduit a1 dans le seul cas ok n = m. 


a 
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Pour m =r, les déterminants différentiels ne sont plus que les 
simples dérivées partielles premiéres de la fonction unique F qui 
constitue le systéme. 

Les déterminants différentiels sont olotropes aussi longtemps 
que les fonctions (t) le sont elles-mémes; effectivement ce sont 
des fonctions composées a composantes entiéres, c’est-a-dire indé- 
finiment olotropes, des dérivées (2) qui, toutes, sont nécessai- 
rement olotropes en méme temps que ces fonctions (165) (250, I). 


306 dis. Les propriétés générales des déterminants, combinées 
avec la nature spéciale des développements des diverses dérivées 
premiéres d’une méme fonction composée (256), conduisent a un 
développement de forme identique, pour le déterminant diffé- 
rentiel par rapport am variables déterminées de m fonctions 
composées de rn (2m) fonctions simples. On trouve facilement 
quwil est égal au résultat obtenu en faisant le produit d’un 
déterminant différentiel des m composantes par rapport a m 
fonctions simples par celui de ces m fonctions simples par rap- 
port aux m variables considérées, puis la somme des produits 
de ce genre correspondant a toutes les combinaisons des n fonc- 
tions simples prises mam. 


307. Voici le premier théoréme fondamental de la théorie des 
fonctions implicites. 


Si, dune part, les composantes 
(3) FC At me ph EEC prolate) ahi Sxia rein cot eS HE 
des premiers membres de m équations finies simultanées 


Hi NEB> D8) Boke pk 580) Oy 
\ (Les coun Cpl o00) XG 


La Gir: NLR Vics) —0, 
entre les m fonctions inconnues u, 9, ... et les variables indé- 
pendantes x,y, ... en nombre quelconque, sont toutes olotropes 
a Vintérieur des aires limitées 
(5) Sas yi vty 


(Gov Sig. ny eee Or 
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st, d’autre part, dans les mémes aires, la fonction. 


du dv 
dfs ae, 
(Gy) A W2¥'5, - 005 Uy Vy ted = ey, : 


afin fen 
du dy 


déterminant différentiel des m fonctions (3) pris par rapport 
aux m variables u,v, ... (306) ne s’évanouit jamais, si enfin 
les quantités 


Xo, Vo ry 


Uy, V0, 


sont situées dans les aires (5), (6) et vérifient numériquement 
les Equations proposées, c’est-a-dire donnent 


(8) Si(@o Yo» eo eey Up, VO) -+ == Sao, 70; eer, Uo, 0, Fe oe 
Vii a0 V0. +++ Us 0) ...) = 0, 


le systéme (4) de ces derniéres admet un groupe unique de 
solutions quit sotent olotropes en Xo, Yo, ... et Sy réduisent 
Oi, Cog o 0-06 

Les fonctions dont les premiers développements ont été ainsi 
obtenus restent localement olotropes et satisfont aux équa- 
tions (4), aussi longtemps que x, y, ... cheminent dans les 


aires (5), sans entratner aucune de leurs valeurs a Vextérieur 
des aires (6). 


I. Admettant pour un instant lexistence des solutions spéci- 
fiées dans notre énoncé, que nous représenterons par les mémes 
lettres wu, ¢, ..., nous remarquerons qu’étant olotropes en 2p, 
Yo, +--+ ety devenant numériquement égales A wo, 9, ..., valeurs 
de x,y, ..., u, %, ..- pour lesquelles les composantes (3) sont 
supposées olotropes, ces solutions substituées dans les premiers 
membres des équations (4) les transforment en des fonctions com- 
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posées dev, y, .. . qui sont toutes olotropes en Lo, Vo, --+ (247). 
Les fonctions u,v, ... satisfont donc non seulement aux équations 
proposées, mais encore a toutes celles qui s’en déduisent par des 
différentiations et des combinaisons variées (282). 

Si, en particulier, on différentie les équations (4) par rapport 
a x, il viendra 


dx * Ou dx Ov dx set 
Of of du Ofr dey 
(g) 0x aa Ou dx Hy Oo dx aoe 
Oar ‘ Of y du Olen de ae ag 
Ge.” ie the ” Ge Gp =~ 
du adv 


équations linéaires en -, ot les coefficients de ces déri- 


dx’ dx’ 
vées sont précisément les éléments du déterminant différentiel A. 
Puisqu’en y considérant 2, y, ..., wu, ¢, ... comme des variables 


indépendantes, nous supposons essentiellement que cette fonc- 
tion Ane s’éyanouit jamais dans les aires (5) (6), leméme détermi- 
nant considéré comme fonction composée de x, v, ..- et des 
solutions uw, v, ... ne s’annulera ni en Zo, Yo, ---, ni pour les 
valeurs de x, y, ... suffisamment voisines de celles-ci. En vertu 
de la théorie des équations linéaires, on pourra donc, au moyen des 


, fe . \ du 
formules de Cramer, résoudre les équations (g) par rapport a Tz’ 


dy 
dx’ 
ri : du dv du 
De méme pour les systémes analogues en —, —> ---+, en —5 
dy dy dz 
dv 5 < Se Ae 
epee ft qe engendreront, aprés cette différentiation par rap- 


porta w, des différentiations intéressant successivement les autres 
VAL IADIES Ys Zane ace 

Dans tous ces systémes, les coefficients des dérivées de wu, 9, .-- 
sont invariablement les éléments du déterminant A; dans les pre- 
miers membres de chacun d’eux, les termes indépendants de ces 
dérivées sont les dérivées partielles de fi, fo, -+-; Jim par rapport 
a la variable indépendante intéressée dans la différentiation qui 
Va engendrée. Leur résolution successivedonnera donc les lignes, 
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de m formules chacune, 


du =) Awe dy caw Nox P 
dz in dx nes 

(10) du Loy do Kee 
—= «a= — 9 = 9 , 
dy A dy A 


ou A,x, par exemple, représente ce que devient A par la substitution 
Of Of Of m 2 of; Of Ofm 
+ LN Se ENE PRY 
We Ox Ou’ Ou Ou 
nant différentiel de f,, f2, »+-, fm par rapport a, o,... 
Nous arrivons ainsi a cette conclusion importante que, sv les 


, c’est-a-dire le détermi- 


fonctions implicites u, 9, ... existent, elles constituent des inté- 
grales du systéme des équations différentielles (10), lequel est 
évidemment tmmédiat et total (286, 287); de plus ces inté- 
grales sont ordinaires (288). Effectivement, pour des valeurs 
des variables suffisamment voisines de 29, 9, . -. dans les aires (5), 
les valeurs des fonctions uw, v, ... restent renfermées dans les 
aires (6), et, a Pintérieur de ces deux groupes d’aires, les seconds 
membres des équations (10) sont olotropes, comme rapports des 
fonctions A, Ayr, ... qui sont toutes olotropes (306) a Pune 
d’elles A que nous supposons essentiellement ne pas s’évanouir 


(280, IIL). 


Il. Le systéme immédiat (10) est passif (297) (298). 

Les seconds membres des équations différentielles de la premiére 
ligne de ce systéme, que nous représenterons un instant par U;, 
Vz, ->., sont.des fonctions de a, y,..<.,.U<¢) os qui, en consi- 
dérant toutes ces quantités comme autant de variables indépen- 
dantes, donnent lieu aux identités 


of; ; Of 7 Of 

0x «Ou Ue “Op Va a? 
Ofe , Ofs Of 

(11) 0x T Ou Uz T AD Wee T =0, 
fm fm i Of im 

on op eee ee 


Car ces derniéres relations expriment simplement que les équa- 


® 
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tions linéaires (g) sont effectivement satisfaites par les valeurs 
ag de 
dx’ dx 


A 
De méme U,, V,, ..., seconds membres des équations de la 
deuxiéme ligne du systéme (10), donnent leu aux identités 


trouvées pour des i inconnues notées - 


of, Of, Of, 

oy om YT ie Me ee 
(12 ) re HQEMENS o elstiorat ena le: okay wusteuste Shelieneie rete Maes > 

Gay Wry ny 


Oy eae © “* top 


Cela posé, différentions successivement par rapport aw, 0, nay 
la premiére identité du groupe (11), et ajoutons membre a membre 
les résultats multipliés respectivement par U,, V,, ..., 1. On 
apercevra facilement que le résultat obtenu est de la forme 


Lay a 


[i}ey + i -=0, 


[1]r désignant un groupe de termes que laisse invariable la per- 
mutation de z, y dans les indices et dans les ee an: owl 
du 


aatay. dy’ 


- provenant de la différentiation par rapport a y des 


Uzy, Vey, .-- désignent les expressions ultimes (290 
i) ey ae 
d?° 
dady’ 
équations de la premiére ligne du Tableau (10). 

En ajoutant, multipliés par Uz, Vo, ---, 1, les résultats de la 
différentiation de la premiére identité du groupe (12) par rapport 
AU, 0, ..-, £, on- trouve de méme 


[t]ya + - U 


Le aes yo ++. 0, 
ou [t])2représente ce que devient [1], par la permutation de x, y 
dans les indices et dans les différentielles, c’est-a-dire ce groupe 


invariable lui-méme, ot Uyx, Vyx, --- représentent les expressions 
Pu ay 
ultimes des mémes dérivées complexes secondes ——_ dea dna 
mais provenant maintenant de la différentiation par rapport a x 
des équations différentielles de la seconde ligne du Tableau (10). 
Si maintenant on traite de la méme maniére les deuxiémes, troi- 


siemes, ..., mimes identités des deux groupes (11) et (12), et sl 
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Pon soustrail membre & membre les identités de chaque paire 
obtenue, il vient, a cause de 


[1Jey— [tye =[2]ey—[2]ye =---=[m]ey —[M]yx = 9, 


les identités linéaires et homogénes 


of, oft oe a 
yp Se a os re 
Of chee 

an (LY )u + te (LY )y += =F} 
Of m Of in cea 

as (2Y uw + ep (2y)y 4 =O 


entre (ZV )u, (ZY )v, «+, premiers membres des conditions de pas- 
sivité ayant pour origine la considération des dérivées complexes 


2 


secondes ——_ de u,v, ... et écrites de maniére a avoir zéro pour 
dz dy 


seconds membres (299). On en conclut immédiatement 
(@Y)w — (ZY), = es OR 


parce que, dans ces identités, le déterminant des coefficients est 

précisément le détermimant. différentiel Aix, 7, .-., wu, 0, 3.4) 

que nous supposons essentiellement ne pas s’évanouir. 
L’existence des autres conditions de passivité 


(£2 )u (£3) Fen ae) 


CP NGS Oe nis =O) 


s’établit de la méme manieére. 


Il. Le systéme d’équations différentielles totales (10) pos- 
séde donc un groupe d’intégrales ordinaires u,v, ... satisfai- 
sant aux conditions initiales 


UW Wh e=¢ a 
(13) E oe ’ 


(S pour a — "75. Ary 


Le théoréme du n° 301 lui est effectivement applicable, puisque 
les seconds membres de ces équations sont olotropes dans les 
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a 


aires (5), (6) contenant les OMUSSIg Ai)/.55 ois) Wigs WE, naerate’ que 
leur systéme est passif (IL). 


IV. Ces intégrales satisfont au systéme des équations finies 
proposées (4). 

L’ensemble des formules inscrites dans la premiére ligne du 
Tableau (10) n’étant au fond que le systéme d’équations diffé- 
rentielles (g), modifié par une transformation qui est réversible a 
cause de Anon = 9, les intégrales uw, 9, ... satisfont nécessairement 
aussi 4 ces derniéres équations, en particulier 4 la premiére 


oe afr, afr du 


; Of; dv 
"Y OL 


ou dx ov eee 


= 0. 


La considération de la seconde ligne du Tableau (10), de la troi- 
siéme, etc., donne de méme 


of, . of; du . of, de 
Wye Oa why dg dy 
(15) Of, of; du _ of, de 


+...=0, 


Or les équations (14), (15) expriment précisément que les déri- 
vées premiéres de la fonction composée de z, vy, ... engendrée 
par la substitution de ces intégrales a u, 9, ... dans 


HM GE BEY Seb Un Oe aoe) 


sont toutes nulles identiquement. Donec (193) cette fonction com- 
posée se réduit & une certaine constante C,, d’ou lidenuté 


Wey ear ER Meee Orr 


Mais on a nécessairement C,=o0, a cause des conditions ini- 
tiales (13) combinées avec la premiére des égalités numériques (9). 


On a donc en définitive la relation 
Ua Sy iis oro in Phe. 5) Os 


et l’on démontrerait de méme que les m2 —1 autres equations du 


systéme proposé sont toutes satisfaites. 
Le théoréme du n° 252, I étend immédiatement a tous déve- 
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loppements ultérieurs des intégrales en question cette propriété 
qu’ont leurs premiers développements, d’annuler identiquement 
les premiers membres (3) des équations proposées. 


V. Les seconds membres des équations différentielles auxi- 
liaires (10) étant tous olotropes dans les aires (5), (6), comme 
nous l’ayons constaté a la fin de I’alinéa I, cette identité complete 
entre leurs intégrales ordinaires précisées par les conditions ini- 
tiales (13) et nos fonctions implicites rend applicables a ces der- 
niéres toutes les observations faites au n° 302. Celle de son alinéa V 
entraine immédiatement la derniére partie de notre théoréme. 


* 308. Nous avons a lui ajouter le suivant : 


On peut assigner une quantité positive w telle que, pour 
toutes valeurs particuliéres de x, y, ... tombant dans les 
aires (5), et en supposant que la résolution numérique des 
équations (4) donne un premier systéme de racines 


(16) UE 

tombant toutes dans les aires (6) et un autre quelconque 
“> 

il arrive de deux choses Vune: ou bien l’on a 

(17) Uf = Wh, (oy == (p, 

ou bien quelque module des différences 
(18) w—u, v'—9, 


SUIPASSE OW). 


5 Cis) Su0 . Pee 4 
En appelant 6 une quantité positive inférieure 4 tous les olo- 
métres des fonctions (3) dans les aires (5), (6) et 6! une autre 
inférieure a celle-ci, en attribuantaz,y,...,u, 0, ... des valeurs 


quelconques, mais toutes intérieures aux mémes aires, puis des 
accrolssements 
ee Reema at) 


de modules 26’, on peut écrire pour chacun des premiers membres 


> 
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des équations (4) 


(19) \f(@+ty+y,...,u+u, o+d, ot) 


=f iy ey OSs ee REE Vee Ur ee Vine. 
avec 
d 
UH ume. ..,, 
1 
Ve— - + V(8) ee + VW y 4 : 


SLaleLelewertitel® 6 lelelie ss sie) ellalielie\/s\isis/éisieoei petal oi8 


et, dans toutes ces formules, les multiplicateurs des accroisse- 
ments sontdes fonctionside #2745. 4.5 W,.0\%..s 5 €, Nye.) 10,05 ose, 
aux modules desquelles on peut assigner des limites supérieures 
fixes pour toutes les combinaisons de valeurs de leurs variables 
que nous venons de définir (200). 

Il en résulte que pour le déterminant 


Wie (Vie ene | 
D= Wis We 
Ws Wien | 
on peut écrire 
D=A+ E, 


A représentant toujours le déterminant différentiel (7), E dési- 
gnant la somme des produits de monémes entiers, de degrés 21, 
ep ¥, 1), ..., U,V, ..., par des fonctions dont tous les modules 
restent inférieurs 4 certaines quantilés positives toutes indépen- 
dantes des variables 7, y,...,U, ¥,... et de leurs accroissements. 

Comme A est supposé essenticllement ne jamais s’évanouir 
dans les aires (5), (6), il existe certainemen t une quantité posi- 
tive invariable 9 au-dessous de laquelle son module ne peut s’y 
abaisser (186). En appelant enfin ¢ une quantité posiive < Q, la 
nature de l’expression E permet évidemme nt d’assigner au-dessous 
de 6’ une autre quantité positive w telle que, pour 


(20) modrSw, modySw, ..., modu<w, modr<o, ..., 


on ait toujours 
mod <«, 
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el, par suite, a cause de modA > 4, 


modD > 90-—g, 
c’est-a-dire 
(21) Dnoni=0; 
Supposons maintenant que uw, 9, ... representent les ra- 


cines (16), que les modules des différences (17) soient tous Sw, et 
faisons dans tout ce qui précéde 


fo OF u=u—u, n= '— 9, ee 


quantités satisfaisant alors aux inégalités (20). 
Ces hypothéses, combinées avec les égalités 


WAGES 0065 ty OF op 0) =]@: 
fig Dyes ny UE DAR Dy. ESE Wey eee 


transforment les relations générales (19) en 


Uyu+ Vijv+...=0, 
Usu-+ Vop-+...=0, 
POON E Tes Rectan R A As, oc Bi ‘ 
\ Up ata] Vind ons "05 


systeme linéaire et homogéne de m équations entre les m diffé- 
rences (18), qui, par suite de l’inégalité (21), donne 


u=vp=...=—0, 


c'est-a-dire les égalités (17) constituant l’alternative que nous 
n’avions pas écartée. 


309. Ce théoreéme fournit au précédent un complément indis- 
pensable, car on en conclut immédiatement qu’en fait de solu- 
tions, olotropes ou non, mais tendant vers Uo, Vo, -.+ En méme 
Lemps Tue L,Y, ..- VETS Ly, Yo, +--+, le systéme fint (4) ne pos- 
séde absolument que les intégrales des équations différen- 
tielles (10) considérées tout al’ heure. I n’y a donc pas a craindre 
que l’intégration de ces équations laisse échapper quelque groupe 
de solutions qui ne seraient pas olotropes. 
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Nous verrons, dans le Chapitre I de notre deuxiéme Partie, que 


ces deux propositions forment la base naturelle de la résolution 
des équations numériques. 


310. Tous ces résultats peuvent encore étre condensés dans 
cette énonciation abrégée : Aussi longtemps que les premiers 
membres des équations (4) demeurent olotropes et que leur 
déterminant différentiel pris par rapport du, ¢, ... ne s’éva- 
noutt pas, les fonctions implicites définies par leur systéme 
sont localement olotropes et restent numériquement distinctes 
de toutes autres qui ne leur seraient pas identiquement égales. 

En particulier, deux groupes de fonctions sont nécessairement 
identiques sur tous les chemins praticables, quand ils satisfont 
a un méme ensemble d’équations finies de la forme du sys- 
téme (4) et de conditions numériques initiales. 

La résolution des équations finies (4) ayant été ramenée exac- 
tement a l’intégration des équations différentielles (10), nous ne 
pouvons plus que nous référer aux observations générales qui 
terminent le Chapitre précédent. Nous dirons toutefois que la 
considération des équations finies données, elles-mémes, procure 
souvent pour la délimitation des aires partielles sz, Sy, 
du n° 302, V, des renseignements que fournirait bien plus diffi 
cilement elle des équations différentielles auxiliaires. En théorie, 
la différence est presque insignifiante; dans la pratique, elle peut 
étre considérable. 

Les solutions (fonctions intégrales) d’un systéme d’équations 
différentielles totales sont essentiellement indéterminées (303); 
pour un systéme d’équations finies au contraire (cela tout au 
moins dans le cas fondamental qui nous occupe), il importe de 
remarquer que si elles peuvent étre ambigués, en ce sens qu il 
peut en exister plus d’un groupe, elles sont essentiellement déter- 
minées. 

Ajoutons enfin qu’ici comme ailleurs (216) (277) (304), la 
méthode suivie n’est encore au fond que celle des coefficients 
indéterminés. 


311. Quand les conditions nécessaires a lexistence du 
théoreme du n° 307 sont remplies, les dérivées de tous ordres 
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des fonctions implicites sont exprimables en fonctions compo- 
sées finies des variables indépendantes et des fonctions tmpli- 
cites elles-mémes. Les expressions de celles d’ordre k renfer- 
ment seulement, et cela d’une maniére rationnelle, les dérivées 
partielles d’ordre =k des premiers membres des équations 
génératrices (4). 


Pour le premier ordre, les expressions voulues sont fournies par 
les équations différentielles (10) dont les seconds membres sont 
composés rationnellement avec les dérivées premiéres des pre- 
miers membres f,, fo, --+, f/m des équations génératrices. 

Pour les ordres supérieurs, ces expressions sont évidemment ce 
que nous avons appelé les expressions ultimes des dérivées des 
intégrales du syst¢me immédiat passif dont il s’agit (290). 


312. Les expressions primitives (289) des dérivées des inté- 
grales des équations différentielles auxiliaires (10), les autres 
expressions des mémes dérivées auxquelles conduiraient toutes 
les combinaisons possibles des relations primitives, fournissent 
pour les dérivées des fonctions implicites définies par les équa- 
tons (4) une infinité d’autres représentations par des fonctions 
composées, alors différentielles mais d’ordres moindres, de ces 
mémes fonctions implicites. La considération de ces diverses 
formes peut étre utile, mais il serait tout a fait oiseux d’insister 
sur leur spécification. 

Dans le cas trés fréquent, par exemple, ot il s’agit d’une seule 
équation 


Sl @, u)=0, 


définissant une fonction implicite wu de la seule variable x, la dif- 
férentiation indéfinie de cette équation conduit aux équations dif- 
férentielles 


of du AO tate of 


du dx? du\ de duda dz dx? ° 
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a 


eS du », Gt ; 
dont la premiére donne ome La seconde fournit a exprimée au 
e aL 


: du OWE sine 
moyen de a, u, Tp en chassant totalement ae déja obtenue, on 
LX aX 


9 4 A du Pairs F F ; 
trouve l’expression ultime de Tp cette élimination faite partiel- 


lement fournit d’autres expressions pour la méme dérivée. De 


“ Bu sae ; 
meme pour >|» et ainsi de suite. 


Aucune de ces formules n’est illusoire, a cause de J’hypothése 
of 


fondamentale 5, Non = 0. 
u 


Examen sommaire des autres cas. — Elimination en général. 


313. Le fait qu’une fonction analytique donnée cesse d’étre 
olotrope est exceptionnel, comme nous !’avons dit maintes fois, 
comme la suite de cet Ouvrage en fournira la pleine conviction. 
Cet autre fait que le déterminant différentiel de fonctions données 
s’évanouit n’est pas moins exceptionnel, parce qu’il constitue une 
condition étroite qui est réalisée dans le cas unique ou ce déter- 
minant est =o, gui ne lest pas au contraire dans les cas en 
nombre tllimité ou sa valeur est une quantité quelconque non = 0. 
Il résulte de cette double observation la conséquence importante, 
que Je cas o& nous nous sommes placés dans le paragraphe 
précédent pour résoudre le probleme des fonctions implicites 
(en nombre égal a celui des équations génératrices) est de 
beaucoup le plus général. 

Toutes les fois que le contraire ne sera pas spécifié, nous suppo- 
serons donc tacitement réalisées toutes les conditions qui le 
définissent. 

Les aulres cas duméme probléme tantét se raménent a celui-ci, 
tantot exigent pour étre traités des considérations particuliéres, 
habituellement trés laborieuses, dans lesquelles il nous est impos- 
sible de nous engager 4 fond. Nous pouvons cependant faire plu- 
sieurs remarques générales d’une grande utilité. 


314. Nous établirons d’abord quelques propositions qui nous 
seront utiles ici et dans d’autres circonstances. 
M. — I. 19 
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Soient 
JC, ta, seey tn); 
Soltis (Diy tao. o6 na) 
I 
( ) © 0 '6 O10 016) 61d Buse eee ’ 
Sua, to, oer tn); 
(2) JMG 3 aL) tn) 


u+1 fonctions de n> p. variables indépendantes 
(3) TE) 2 anc s maveahe! P 


StVuned’elles seréduit aune fonction composée de quelques- 
unes des autres, les déterminants différentiels (306) de ces p+ 1 
fonctions sont tous identiquement nuls. 

Réciproquement, st ces déterminants sont tdentiquement 
nuls, mais non ceux des p. premiéres (1) tous a la fois, la der- 
niére (2) est certainement exprimable en fonction composée 
des autres (1). 


Supposons que l’on ait, par exemple, 
L=E fs Spy -+-); 


F désignant une certaine composante, d’ot (256) 


ll résulte de ces derniéres relations que, dans le déterminant 
ordre p +1 


df, df df, 
dt, dts diy 
dfs Uy dfu_|> 
dt, dts aAtys 
sy) df 
dt, dts dtu+s 
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les éléments de la derniére ligne sont exprimables d’une méme 
maniére linéaire et homogéne, au moyen des éléments de mémes 
colonnes dans les lignes de rangs 1, 7, .... Ce déterminant, qui 
est précisément le déterminant différentiel des u.+ 1 fonctions 
proposées par rapport aux uw + variables ¢,, é2, ..., tuyi, s’éva- 
nouit done quelles que soient ¢,, t2, ..., t,. Et l’on prouvera de 
la méme maniére qu’il en est ainsi pour tout autre déterminant 
différentiel de ces p +1 fonctions. 

Pour démontrer la réciproque, appelons Pir Pay e+, Oy Les va- 
leurs variables des fonctions (1), résultant de attribution aux 
variables indépendantes des valeurs notées par ¢,, to, ..., ty. 
Entre toutes ces quantités, il existera les » équations finies 


: Fie, fa, --+, Cy, Cyst; oeseta) == 04, 
y v. 
Salts, tg, - +, ly, butt, ong tn) = 0%, 


Jule bo, + -+5 tu, lu+ty ney tn) = Oy. 


Et si, pour fixer les idées, on suppose que ¢,, f2, ..., f soit un 
des groupes de » variables par rapport auxquelles le déterminant 
différentiel des fonctions (1) n’est pas identiquement nul, la réso- 
lution des équations simultanées (4) fournira ces » quantités en 
fonctions olotropes des nm — » autres variables ty,,, ..-, ty et 
de 0, So, +--+; Py, cela en vertu du théoréme fondamental du 
n° 307, et en exceptant naturellement les combinaisons particu- 
liéres de valeurs des quantités de la question, pour lesquelles le 
déterminant considéré viendrait a s’évanouir numériquement, 

Si donc on substitue ces expressions de ¢,, f:, ..-, ¢y dans la 
fonction (2), on la transformera en une certaine fonction com- 


posée de lusty typos eee, ny O14, Oo, ones Ou, 
(5) P (ty+1, Lute, ++) Eny 91) 92, «+25 Ou), 


4 laquelle sont applicables les régles de différentiation des n° 253 
et suv. 
On trouvera donc notamment 


d® Of Of ar, MOMs. OF dy, 
dig Ole eOedige: | Oth-dty. °° db, dines 
of f) of. 
=(A se — Apt a he Se ae ys 
Ohne fI+1 Ot, 2fUtl Ot, vil Oty 
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conformément a la régle de différentiation des fonctions impli- 
Cites Li n\foyrrematy ol); les lettres Ay Aitus ... ayant des signi- 
fications analogues a celles de A, Aux, .-. dans les équations (10) 


du n° 307. On en conclut 
dP 


dtyis 


identiquement, parce que, en vertu des hypothéses admises, le 
dénominateur A, déterminant différentiel des fonctions (1) par 
rapport a ¢, fa, .+-, ¢y, n’est pas nul, tandis que le numérateur 
qui est précisément celui des p. +1 fonctions (1), (2) par rapport 
At), to, +++, ty, Cyys est au contraire nul identiquement. 

Comme on trouve de méme 


LDA IOD _ ad 
dty+ - dty+3 ike dtn 


=0, 


les dérivées premiéres de ® par rapport a ¢)44, tyyo, +--+, ep sont 
toutes nulles identiquement; cette fonction se trouve étre indé- 
pendante de ces variables (194) et se réduit, par suite, 4une simple 
fonction de ses autres variables 9,, 92. ..., py, Savoir 


F(,, Gy, ooo Ou)» 
On a donc bien, quelles que soient ¢,, f2, ..., tn, 


Sa; fa, «+5 tn) = F494; Mei ICO) Ou) 
— Fl fi(4, to, sey tn), fas we tated 


315. Sin =p, lénoncé précédent se change en celui-ci : 


Sip. fonctions données de p. variables ont leur déterminant 
différentiel non identiquement nul, toute autre fonction des 
mémes variables se réduit a une certaine fonction composée de 
celles-ct. 


La démonstration est la méme, a cela pres qu’alors la fonction 
composée (5) ne content plus en fait que D1, Po, ---, Oy, et qu'elle 
s'allége de la partie du raisonnement servant a prouver que cette 
fonction ne dépend pas d’autre chose. 


316. Quand. outre les variables (3), les fonctions (1), (2) en 
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contiennent d’autres 
(6) Si, Sa, 


en nombre quelconque, les deux théorémes précédents donnent 
facilement celui-ci qui les contient tous deux : 


En supposant non tous nuls identiquement les détermi- 
nants différentiels des » fonctions (1) pris par rapport aux 
variables (3) seulement, la condition nécessaire et suffisante 
pour que la fonction (2) se réduise a quelque fonction com- 
posée des p fonctions (1) et des variables (6) est, ou bien 
que yp. <net que les déterminants différentiels des u.+ 1 fone- 
tions (1), (2) par rapport aux variables (3) sotent tous identi- 
quement nuls, ou bien que p=n. 


317. Etant donné un systéme de relations existant entre cer- 
taines quantités variables, on nomme élimination d’un groupe 
de ces quantités entre les relations dont il s’agit l’opération con- 
sistant a déduire de ces dernicres quelque autre relation ne con- 
tenant plus les quantités qui constituent le groupe partiel consi- 
déré. 


Entre m équations fintes 


| Silt; to, ene) EN) =105, 


(Gin Wa a don. Uh 
(7) ee 


Ce Ce Ua Ch CINCH a OC Cu uC at ar eC Car) 


jak the to, ne) 25 ty) =0, 


liant les variables t,, tz, ..., tyen nombre quelconque N, on 
peut toujours éliminer n(<N) de ces derniéres, par exemple 


(8) t1, to, Oe) tny 


dans Vun ou UVautre des deux cas suivants : 1° st mest >Nn: 
2° sim est=netqu’alors les déterminants différentiels des pre- 
miers membres par rapport am quelconques des n variables (8) 
sotent tous tdentiquement nuls. ' 


Si les dérivées premiéres de f, par rapport aux variables (8) 
sont toutes identiquement nulles, cette fonction est indépendante 
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de ces derniéres (194); en d’autres termes, la premiére des équa- 
lions (7) ne les contient pas et, par suite, elle constitue par elle- 
méme une relation d’ow elles sont éliminées. 

Sinon, et en nous placant d’abord dans le second cas, adjoignons 
a fi, fo, puis a ces deux-ci /;, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on 
ait obtenu un groupe de ces fonctions f,, fo, fs, ---, fg, dont 
les déterminants différentiels par rapport 4 g quelconques des 
variables (8) ne soient pas tous identiquement nuls, mais tels que 
ceux de f\, fo, ..-, fey fezs par rapport a g +1 quelconques des 
mémes variables le soient au contraire tous. En vertu de l’hypo- 
thése, g est essentiellement < m, par suite <7, et, en verlu du 
théoréme du numéro précédent, on a identiquement 


ESN OG, ln baa p= IMO aon en hay Upialy Upson oven UN): 
Les g +1 premiéres équations (7) entrainent donc a elles seules 
o> F(o, O, «.-., O; tn+15 tn+2; nanene tn), 


équation d’ou les variables (8) sont éliminées. 

Nous placant maintenant dans le premier cas, nous formerons 
encore le groupe /;, f2, .--, f¢ ci-dessus défini, en nous arrétant 
A g =n quand on peut aller jusque-la. Si g est <n, ilest a for- 
tiorti <m et le raisonnement ci-dessus conduit 4 la méme con- 
clusion. Si g =n, n+ 1 ne surpasse pas m et l’on a, d’aprés la 
derniére partie du théoréme du n° 316, 


Sea F(fi, fe, any iy tn+1y tn42,) +++, tn), 


d’ot comme ci-dessus, si les équations (7) sont supposées avoir 
heu, 
OHO, Oreo nO, Una) Onan se ON) 


équation nouvelle dont les variables (8) sont encore éliminées. 


318. A Vaide de ce théoréme on trouvera facilement, dans 
chaque cas particulier, de combien de maniéres on peut éliminer 
des quantités données, de relations finies existant entre elles. 
Nous n’avons pas a entrer dans ces détails, d’ailleurs sans diffi- 
cultés. On retiendra seulement cette observation quwil rend 
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évidente : Entre m + q relations on peut toujours éliminer 
m variables et cela de gq maniéres au moins. 


319. Arrivant au probléme général des fonctions implicites , 
considérons un systéme de M équations finies 


(Bey Vs. x aveh yet ae NO 
Pa Tp Vane ky bya ae Oh 


f 


(9) 
PMY es Usk os) = OF it 

entre les ¢ fonctions inconnues 

(10) u 

des /# variables indépendantes 

(Gey) v2, Ys 


les entiers M, g, h ayant des valeurs quelconques. 


A Vaide du théoréme du n° 316 on peut partager ce systéme en 
deux autres partiels, par exemple 


Bist Oy amr syn Ue ences) = Oy 
(a) WEG IS. Geog Uh Oy cea) =O 
i Ase ean pice acre GTO eRe aero ; 
JiR GR sac, Ce = 0 
eu 
Witney pe ae Ue \=6 
(13) Bhs Poem iene Sts Oe WOPA 6) elas erin lerelecen's Jel loule ; 
Ju (@,Y, » U, e, )=09, 


jouissant de cette propriété qu’en considérant les variables (10), (11) 
comme ¢éoutes indépendantes les unes des autres, aucune des fonc- 


tions 


(14) St S2; Coy fin 


ne se réduise 4 quelque fonction composée des autres entrant dans 
ce méme groupe et des variables (11), mais que toute fonction du 


groupe 


Sm+1 Sm+2 OMICS) Iu 


soit au contraire exprimable en fonction composée de celles du 
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: : : 
eroupe (14) et des variables (11), en sorte quon ait, quelles que 
SOLE GnV ey one anes 


leper a Neen op vy; BE) 
Smee = Finea( Sts Sas 5a gle vy; 20 +)5 


| eee Ne 
Iu = Fy (Sas for-s2 s yh es BD Wey ns OOK 
D’aprés le théoréme cité, on aura meg et les déterminants 
différentiels des fonctions (14), pris par rapport aux quantités (10) 
seulement, ne s’évanouiront pas tous identiquement, nous voulons 


dire quelles que soient 2, y, ..-, U, 9, 
Cela posé, nous distinguerons les trois cas suivants : 


I. On n’a pas simultanément 


LD (COHKO, mach 62) 4% vo) =O) 
Ge) Ine, Wy coon Oye Ih; oon) = o> 
Fu (Op 5 , 0, a )=09, 


quelles que soient 2, y, .-.. 


Le systéme proposé (g) est alors impossible, car, sil existait 
des fonctions wu, v,...,de x, y,... satisfaisant a toutes les équa- 
lions de ce systéme, leur substitution dans les identités (15) qui 
réduirait identiquement a zéro toutes les fonctions /\, fo, --., 


Sms Im4iy ++ +5 fx) donnerait les conditions (16) qui sont suppo- 
sées n’étre pas toutes remplies. 


II. Les conditions (16) sont remplies et Vonam=g. 

Il est clair que si le systéme partiel (12) est résoluble, ses racines, 
a cause des identités (15) et des conditions (16), satisfont aussi a 
toutes les équations (g). La résolution du systéme proposé est 
donc ramenée a celle du systéme réduit, équivalent (12) que Von 


dit complet, parce que les équations y sont en méme nombre que 
les fonctions inconnues. 


Ce systéme réduit est de ceux auxquels s'applique le théo- 
réme fondamental du n° 307, 4 cela prés qu’on ignore s’il posséde 
quelque groupe de solutions numériques initiales n’annulant pas 
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le déterminant différentiel de ses premiers membres par rapport 
aux fonctions inconnues. L’existence d’un pareil groupe de solu- 
tions étant l’occurrence de beaucoup la plus fréquente, comme 
nous le verrons bientét (320, inf.), on peut dire que, dans le cas 
qut nous occupe, le systéme partiel (12) et par suite le proposé 
soni en général possibles et déterminés, c’est-a-dire quwils 
admettent un seul systéme de racines satisfaisant aux conditions 
initiales qu’on aura choisies. 


Ul. Les conditions (16) sont remplies, mais onam< g. 

Le systéme réduit (12) équivalent au proposé (g) est dit alors 
incomplet. Eu supposant que wu, ... constituent un des groupes 
de m des quantités (10) par rapport auxquelles le déterminant 
différentiel de ses premiers membres n’est pas identiquement nul, 
et en admettant toujours l’existence de quelque groupe de solu- 
tions numériques initiales x, yo, «++, Uo, %o, +--+ n’annulant 
pas ce déterminant, lalinéa précédent montre que le syst¢me 
réduit est possible et déterminé par rapport aux m inconnues 
u, ... considérées comme fonctions de x, vy, ... et des g—m 
autres inconnues ¢, .... 

I] en résulte immédiatement que le systéme réduit et par suite 
le proposé sont possibles mais indéterminés. L’indétermination 
consiste en ce qu’on peut y prendre égales a telles fonctions 
quon voudra (se réduisant toutefois a %), ... pour ®=Xo, 
V=zV¥o,--+), ls £—m inconnues 9, ... restant dans te 
groupe total (10) apres l’enlévement d’un groupe partielu, ... 
correspondant a tout déterminant différentiel des premiers 
membres qui west pas identiquement nul. 


IV. Le point essentiel a retenir de cette discussion est que tous 
les cas du probléme des fonctions implicites ot tl wy a pas 
impossibilité immédiate se raménent a celui d’un systeme 
réduit, @est-a-dire dans lequel-les déterminants différentiels 
des premiers membres par rapport aux fonctions inconnues 
ne sont pas tous identiquement nuls. 

Et si unsystéme réduitest possible, ilest déterminé ou indeé- 
terminé selon qwil est complet ou incomplet. 

Comme la résolution d’un systéme réduit incomplet s’effectue 
par celle d’un systéme réduit complet, on voit finalement que 
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les systémes de cette derniére sorte s imposent a notre attention 
d’une maniére presque exclusive. Le choix que nous avons fait du 
n° 307 pour base de toute cette théorie se trouve ainsi pleinement 
justifié. 

Toutes les formules générales relatives aux fonctions tmpli- 
cites sous-entendent essentiellement la réalisation préalable 
des diverses conditions sous lesquelles nous l’avons énoncé; ik 
importe de ne pas l’oublier (cf. 248). 


320. L’existence des racines d’un systéme réduit complet 
dépend de celle de quelque groupe de solutions numériques des 
équations proposées, a prendre pour valeurs initiales des variables 
indépendantes et des fonctions implicites inconnues. Les consi- 
dérations suiyanites que nous pouvons nous borner a exposer pour 
une seule équation 


(17) INGE iy Ay 1B) =O, 


arésoudre par rapport a l’unique fonction inconnue uw, montre- 
vont que la non-existence de pareilles solutions est un fait pos- 
sible sans doute, mais exceptionnel. 

Comme cette équation est supposée constituer un systéme 


vee ; af F : 3 
réduit, on n’a pas = = 0, quelles que soient x, y, ..., w; par suite 


on peut, cela méme d’une infinité de maniéres, trouver pour ces 
quantités des valeurs 


G8) Ty. Vy acog W 
qui n’annulent pas cette dérivée. Si l’on appelle ¢, la quantité 
SI (£05 Yo; er uy), 
il_-est, éyident que pour ¢ =7), @ == Ua, Péquation entre ¢, u 
JF (40; Yo: -.-; 4) —t=o0 


est satisfaite et que la dérivée partielle de son premier membre 
par rapport a w ne s’évanouit pas. 

Elle définit ainsi pour w une fonction de 1, olotrope en ¢, et s’y 
réduisant a uw, (3807). On pourra donc commencer un chemine- 
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ment a partir de ¢ = ¢,; et si on peut le poursuivre jusqu’en ¢ = 0, 
il est clair que la valeur finale uy acquise ainsi par w constituera 
avec Xo, Vo, ++. un groupe de solutions numériques de l’équation 
proposée (17), puisqu’on aura 


JI (205 Los eres Uy) =0. 


Pour que le cheminement considéré soit impraticable, il faut 
que dans toutes les directions on soit arrété par quelque valeur 
de w annulant f/,(2, 0, ».-, u), ow bien par une diminution 
progressive de lolométre de la fonction implicite w, qui rendrait 
la valeur ¢=o0 impossible a atteindre; et il faut que de pareils 
obstacles surgissent pour les combinaisons en nombre infini de 
valeurs numériques dont les quantités (18) sont susceptibles, 
pour que l’équation (17) ne puisse étre résolue numériquement. 
Or, en these générale, un événement incertain de nature quel- 
conque est ordinaire ou extraordinaire, selon que sa produc- 
tion est subordonnée a la non-réalisation ou a la réalisation 
de quelque condition positive. Nous sommes donc fondé a consi- 
dérer impossibilité de la résolution numérique de cette équation 
comme l’exception, et la possibilité comme l’hypothése sur laquelle 
il convient d’asseoir de préférence les théories générales. 

Un raisonnement identique conduit a la méme conclusion pour 
un systéme réduit complet quelconque. 


321. Quand dans un systéme réduit complet tel que celui 
étudié au n° 307 (les considérations du n° 3419, IV nous dis- 
pensent de nous occuper des autres), le déterminant différentiel 
des premiers membres par rapport aux fonctions inconnues a une 
valeur initiale nulle, le théoréme fondamental cesse d’étre appli- 
cable et l'on retombe dans l’inconnu. L’étude générale de ce qui 
se passe alors présente des complications extrémes, des diffi- 
cultés non moindres tenant sans aucun doute a Vimperfection trés 
grande ou est encore restée la théorie des équations simultanées 
enticres. On a pu cependant la faire complétement dans le cas le 
plus simple, celui d’une seule équation définissant une fonction 
implicite d’une variable unique. Ce que nous exposerons ace sujet 
dans notre deuxiéme Partie montre par induction que le systeme 
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des équations proposées offre alors, non plus un seul, mais plu- 
steurs groupes de racines satisfaisant aux conditions tnitiales ; 
ces solutions peuvent d’ailleurs étre olotropes ou non, en tota- 
lité ou en partie, suivant les circonstances. 


322. Il peut arriver enfin que dans le systéme (4) du n° 307, 
supposé réduit et complet, le déterminant différentiel des pre- 
miers membres par rapport aux fonctions inconnues, sans étre 
nul identiquement, c’est-a-dire quelles que soient 2, v7, ---, U, 
v, «.. considérées comme autant de variables indépendantes les 
unes des autres, s’évanouisse cependant pour tous les groupes 
de valeurs de ces quantités qui satisfont numériquement aux 
équations de ce systéme. L’examen du cas simple mentionné dans 
le numéro précédent est encore possible; il indique encore par 
induction que chaque systeme de racines des équations propo- 
sées, olotropes ou non, est alors multiple, ce mot ayant le sens 
qu’on lui donne dans la théorie algébrique des racines égales, 
et qu'une opération d’abaissement, analogue a celle qu’on 
exécute dans cette théorie, permet de ramener le systéme a 
un autre noffrant plus que des groupes simples de racines. 

Par exemple, en choisissant arbitrairement une fonction olo- 
trope 9(#, y, -..) et un entier positif u >1, Péquation 


LB, Vs -1- U)=[U— 9(4, 7, «..) MSO 


constitue un systéme de ce genre. Effectivement la dérivée par- 
tielle 


df 


ie Dead Cra oes 


qui représente ici le déterminant différentiel, n’est pas identique- 
ment nulle, mais elle s’évanouit cependant quand on donne a z, 
Wha ie a6 eS valeurs quelconques et a w la valeur o(z, y, ...), les 
seules qui puissent vérifier simultanément léquation considérée. 


Or cette équation définit évidemment la fonction implicite 
unique 


uU= (2, y, sical 


qui peut en étre considérée comme une racine du degré » de mul- 
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tiplicité et qu’on obtient tout aussi bien, mais non multiple, en 
résolyant l’équation bien plus simple 


UO Ge. toc) Oe 


323. Les fonctions non olotropes constituant, comme nous 
Yavons dit et redit, une exception échappant a toute méthode 
générale, nous n’avons pas A nous occuper des systémes d’équa- 
tions finies o quelques premiers membres seraient des fonctions 
de cette espéce. Disons cependant qu’en fait et toutes les fois quwil 
s'agit d’équations vraiment analytiques, c’est-a-dire offrant un 
intérét réel dans Analyse pure ou appliquée, des transformations 
convenables permettent toujours de ramener un cas semblable a 
l'un de ceux que nous avons examinés. 


Changement des variables en général. 


324. Toute question d’Analyse comporte la considération d’un 
certain ensemble de quantités liées les unes aux autres par diverses 
relations, et les calculs s’édifient aprés le choix de celles qui doivent 
jouer le réle, les unes de variables indépendantes, les autres de 
fonctions des premiéres. Ce choix n’est pas sans influence sur la 
simplicité, sur la netteté des résultats a atteindre, et quelquefois 
on a intérét a le modifier dans le cours de calculs déja commencés. 
Souvent méme, pour en reculer les limites, on adjoint artificielle- 
ment, par des relations convenables, d’autres quantités a celles qui 
se présentent natureilement dans la question. J/ es¢ donc utile 
de pouvoir, sans recommencer le raisonnement et les calculs 
déja faits, tirer mécaniquement en quelque sorte les formules 
relatives a un nouveau choix de variables et de fonctions, de 
celles auxquelles le choix fait primitivement avait déja con- 
duit. C’est en cela que consiste le changement des variables, 
opération comprenant par exemple ce que l’on nomme en Géomé- 
trie la transformation des coordonnées en d’autres de méme genre 
ou de genre différent. 

Les relations existant entre les quantités de la question peuvent 
étre supposées loutes finies (281), car le cas contraire se ramé- 
nerait théoriquement a celui-ci, par l’intégration préalable du 
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systéme de ces relations, si elles comprenaient des équations dif- 
férentielles. Le probléme dont nous nous occupons se rattache 
ainsi a la théorie des fonctions implicites et, faute d’occasion 
meilleure, nous le traitons ici, bien qu’aucun principe général 
; he : 
important ne s’y trouve engagé. 


395. Habituellement les formules 4 transformer renferment les 
variables et les fonctions primitives avec des dérivées de celles-ci. 
La substitution aux premiéres, de leurs expressions au moyen des 
variables et des fonctions nouvelles, fournies par la simple réso- 
lution des équations données entre les unes et les autres, chasse , 
immédiatement des formules en question Jes variables et les fonc- 
tions primitives. (C’est a cette simple opération que se réduit 
par exemple la transformation des coordonnées de la Géométrie 
analytique élémentaire.) Il ne reste done a opérer que Vélimi- 
nation des dérivées des fonctions primitives pouvant figurer dans 
les mémes formules, et, par suite, qu’a chercher de méme leurs 
expressions au moyen des quantités nouvelles. L’énoncé suivant 
embrasse la plupart des formes sous lesquelles le probléme peut 
se présenter. 


On a g fonctions de h variables 


CO) Wi Pls 9% oo a) User vO0n T= jr GPs i, oo0)\ 


et de plus g +h équations données entre toutes ces quantités 
variables et g 4+-h autres X, Y, -.., U4,U2, ..., Us 


O1(2, J, see, Uy, Ug, .--, Ug, X, wf song hig Wiss sco Ua @- 
@) Oe Pre V5. crs, Uh atlas oa) ey ey, Non Vee UO mete Ug)=0, 
Peth( 2,5 > U4, Ug, “5 Us, X, NG sellers U;, Us, ; Whe) =e 


E'n vertu des équations (1), (2), X, Y, ... peuvent étre consi- 
dérées comme des variables indépendantes et U,, U2, ..., Us 
comme des fonctions de ces derniéres. Cela posé, on demande 
Vexpression des dérivées des anciennes fOnetlons aes, Ug, 
par rapport a2, y,..., au moyen des nouvelles variables ve 
Y, ... des nouvelles fonctions U,, ..., Uz et de leurs dérivées 
(PAP PAP POTE NN aie. naturellement). 


a 
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Des équations simultanées (1), (2), en nombre total 2¢+h,on 
peut tirer les quantités u,,... ug, U4, ... Us, x, vy, ... enméme 
nombre, en fonctions de X, Y,..., et, parmi les formules auxquelles 
conduit cette résolution, nous retiendrons seulement celles qui 
fournissent les expressions de U,, ..., Us, et que nous écrirons 


ae Ui 0; x F(X Vee Seo. 


Inversement on peut, en vertu des équations (2), (3), consi- 
dérer uy, 123g Ue, Uy, 0, Uz, X, Y,... commedes fonctions 
implicites de xv, y, ..-, par suite former les expressions de leurs 
dérivées de tous ordres dont nous avons parlé au n° 314. Ces 
expressions sont rationnelles par rapport aux dérivées partielles 
(dordres égaux ou moindres) des premiers membres des équa- 
tions (2), (3) qu’on a ainsi résolues, en particulier des dérivées 
dela Xs VY, =5-), cries pl sl, +), € est-a-dire de celles des 
nouvelles fonctions mémes. Si donc on prend celles de ces expres- 
sions qui se rapportent aux dérivées de w,, ..., Ug (par rapport 
ey ee eb qu oulyeremplace 149’). , U5). <4) 2"pareleurs 
valeurs en X, Y, ..-, Uj, ..., Ug turées des équations (2), on 
trouvera pour les dérivées des anciennes fonctions, des expres- 
stons différentielles ne renfermant plus que les quantités nou- 
velles, variables, fonctions et dérivées. C’est précisément ce que 
nous cherchions. 

Les formules ainsi obtenues contiennent, comme nous l’avons 
dit, les dérivées de F,, ..., Fg: ce sont précisément celles des 
nouvelles fonctions par rapport aux nouvelles variables 


i dU, dU, Ny CU, aU, CU, mie: 
Wma te Xe aX AY aye ; 

(4) dU, dU, 7, aU, d2U, ‘ @ U, ere 
Paes dk oa. «aye ; 


Malta entero el Senele a eisie ene le aie) w1S 1 = (ole ralles's (6 (8) (0) a -418.70 10; loko be..61\e\ > .67 019) ) (9 pa ers) varios 


combinées suivant des régles déterminées avec les dérivées par- 
tielles des premiers membres des éguations de transforma- 
tion (2); l’ aspect extérieur de ces formules dépend donc exclu- 
sivement des Equations de transformation et nullement de la 
nature des fonctions (1) sur lesquelles on veut exécuter le chan- 
gement des variables. Elles ont ainsi, relativement a une trans- 


304 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


formation donnée, une individualité constante, grace a laquelle il 
suffit de les avoir construites une seule fois pour pouvoir exécuter 
cette transformation sur des fonctions données quelconques. C’est 
ainsi, par exemple, qu’une transformation donnée de coordonnées 
s’exécute au moyen de formules qui sont applicables a toutes Jes 


courbes. 


326. La régle générale 4 suivre pour exécuter un changement 
de variables se formule donc dans les termes suivants : 7zrer les 
dérivées des anciennes fonctions par rapport aux anciennes 
variables, des équations (2), (3) différentiées convenablement 
par rapport a ces derniéres ; chasser des expressions obtenues 
les anciennes quantités exprimées en fonctions des nouvelles 
par la résolution des équations de transformation, et y rem- 
placer par les notations (4) celles des dérivées partielles 
HOON tee ice 

La nature spéciale des formules a transformer se préte quelque- 
fois a des artifices qui abrégent beaucoup ces calculs, ordinaire- 
ment fort laborieux ; mais les incidents de ce genre ne peuvent étre 
traités utilement qu’avec les questions particuliéres ot ils survien- 
nent. 


327. Le retour inverse des nouvelles quantités aux anciennes 
s'opere évidemment en permutant dans l’énoncé ci-dessus ces 
deux sortes de quantités, et en y substituant les équations (1) aux 
équations (3). 


328. Voici les principaux cas a remarquer : 
I. On ne change que les variables indépendantes. 


Des équations de transformation (2), g deviennent alors 


Ur U1, Us, = ta, +5 Ue Ug, 


moyennant quoi on peut supposer tout leur systéme réduit a celui 
des h autres ne contenant plus U,, U2, ..., Ug, et les équations (3) 
contenir W,, U2, ..-, Ug a leur place. La marche des calculs est la 
méme, mais ils se simplifient beaucoup parce que les seules déri- 


a 
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vées parasites introduites par la différentiation sont celles de X, 
Nisei pare rap porta25 47, . <5. 


Il. Les fonctions n’étant pas changées comme ci-dessus ne 
Jigurent pas en outre dans les équations de transformation. 


Hl est clair alors que V’opération s’exécute séparément pour 
chacune des fonctions a transformer, c’est-a-dire que le systéme 


des équations (1), (2), (3) se décompose en g autres de la forme 


(5) Ui (Gay Wee ook 
Bre : » x, Y, y= "0, 

(GG) ae oe Ae oY Fes oo oI ohn chs foes oY 1a stateless 
Pal 2, IV; > x; ps )=0, 

@) EO ME 9 5) = Os 


Le groupe (6) différentié fournit a lui seul les expressions des 
dérivées parasites de X, Y, ..., par rapport 4 a, vy, ..., qu’il 
suffit de leur substituer dans l’équation (7) différentiée aussi. 
Dans ce cas, les nouvelles dérivées entrent d’une maniére linéaire 
et homogéne dans les expressions cherchées des anciennes. 

Si les équations de transformation étaient données toutes réso- 
Jues par rapport 4 X, Y, ..., on relomberait sur la différentiation 
d’une fonction composée. 

Quand elles sont données résolues par rapport aux anciennes 
variables x, y, ..-, les formules pour un ordre quelconque de 
dérivées anciennes peuvent se construire par la répétition du 
mécanisme alors trés simple qui les a fournies pour le premier 
ordre. Il est effectivement permis de considérer les dérivées de u 
@un ordre quelconque comme les dérivées premiéres des dérivées 
antérieures, par suite d’exécuter sur celles-ci, traitées comme 
fonctions principales, les mémes opérations (différentiations, éli- 
mination immédiate de z, y, .--) qui avaient fourni les expres- 


du 

—, +++» Car, wv n’entrant pas 
dy y 

dans les équations (6), ses dérivées ne peuvent non plus jamais 


é d Heras ae du 
sions Ges dérivees premieres 7» 


s’y introduire, en sorte que, pour chaque dérivée devenue fonction 
principale, les équations de transformation restent absolument ce 
qu’elles étaient pour la fonction primitive w. 

M. —I. 20 
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Tl. St Von ne change que les fonctions, les variables in- 
dépendantes restant les mémes, on peut supposer, & cause de 
x—=X,y=Y, ..., que les équations (2) se réduisent a g seule- 
ment ne contenant pas X, Y, ..., et faire complétement abstrac- 
tion des équations (3). La simple différentiation des équations de 
transformation en donne d’autres dont la résolution fournit immé- 
diatement les expressions des anciennes dérivées, d’ot il ne reste 


plus qu’a chasser w,, Ug, -. +, Ug. 


329. L’inversion des fonctions est un changement de variables 
que l’on fait 4 chaque instant dans la monographie des fonctions. 
Il consiste, dans un groupe donné de fonctions en nombre égal a 
celui de leurs variables indépendantes, a prendre ces derniéres 
pour nouvelles fonctions et les anciennes fonctions pour nouvelles 


variables. 
Dans le cas d’une seule fonction, les équations (1) se réduisent a 

(8) tps i{(@y 
les équations de transformation (2) a 

\ GP o= U = oO, 

u—X=o0, 

et les équations (3) a 

U= p(X), 


i désignant la fonction inverse. Mais il vaut mieux déduire les for- 
mules cherchées de celles du n° 332 (inf.), en prenant o(¢) = (¢), 
: ‘ ‘ 
dot F(t)= ¢ et, par suite, 
du du Gu 


aa = =...=0. 


Gig 2° di de 


Si Pon remplace ensuite la lettre ¢ par la lettre u pour ne pas 
multiplier les notations, il vient 


du Loe du ¥ aa (S) 


dae as dx? du2 *\ du 


On peut encore se contenter de différentier indéfiniment Péqua- 
tion (8) par rapport a w, en y traitant w comme une variable indé- 
pendante, 2 comme une fonction de u, et de résoudre successive- 


2 
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ment les équations ainsi obtenues par LappOrt af) (an) == a 
ax 
Pu 


Pte) == FX c.a.00 


330. Dans le premier ordre et en ayant égard au théoréme du 
n° 306 bis, cette derniére méthode appliquée a Vinversion simul- 
tanée de g fonctions w,, u2, ..., Ug de g variables indépendantes 
2, y,..-. conduit facilement a cette proposition : 


Pour des valeurs correspondantes de toutes ces quantités, le 
déterminant différentiel des premieres par rapport aux der- 
niéres est Vinverse arithmétique de celui des derniéres par 
rapport aux premicres. 


331. Quand les équations de transformation (2) ne sont pas 
toutes finies, le changement de variables ne peut étre exécuté dans 
toute sa généralité avant leur intégration. On concoit cependant 
quwelles permettent immédiatement certaines transformations par- 
ticuliéres, par exemple celle de formules contenant seulement, en 
fait d’anciennes quantités, des dérivées dont ces équations fourni- 
raient les nouvelles expressions, par elles-mémes ou par les équa- 
tions que l’on peut obtenir en les différentiant. 


332. Pour montrer une application de la remarque finale de 
Valinéa If du n° 328, nous traiterons la question particuliere sui- 
yvante qui d’ailleurs se pose assez souvent : 


Une fonction u de x devient une fonction de t quand on y 
substitue a x une fonction donnée de t, o(t); exprimer les 
dérivées de u par rapport a 2, au moyen de celles de u et de x 
par rapport a t. 


Ici les équations (1) se réduisent a 


i= jae 


les équations de transformation a 


et les équations (3) a 
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La différentiation des deux derniéres par rapport a Vancienne 


variable x donne 


du 
du 


Mec cat ' de dy di 
es GO a ios pe ge a Figs ee 


eeveime dont la résoluti yet 
systeme ont la resolution par rapport a 7 onne 


di Vda ne eum ax 
da ae > Ge ae 


Ainsi expression de Vancienne dérivée premiére s’obtient en 
ree ets / aN 5 . : r Vera ie 
divisant la nouvelle par 9/(t), régle dont application répétée four 
nira successivement celle des anciennes dérivées de tous ordres, 
puisque l’équation de transformation ne contient pas wu. On trouve 


ainsi 


dx  dx«\| dt’ dt |" dt dt? dt d® dt dt 


au d E- ; =| _ oh (3 Chip GPa a ; (SG) 
° 2 


333. Le changement des variables principales dans les inté- 
grales indéfinies ou définies (Chap. VIII) est une opération trés 
‘fréquente, et la proposition particuliére suivante est une des 
régles les plus utiles de leur calcul. 


St par la substitution 
(9) 2 Ch 
on change la fonction de x 
(10) F(x) = ff(@) de 


en la fonction F[9(t)| de la nouvelle variable t, on aura la 
relation 


(1) FL9(t)] = Sfle(t)]e (2) de. 


Effectivement les dérivées des deux membres par rapport a ¢ 
sont identiques, puisque celle du premier calculée par la régle de 


» 
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différentiation des fonctions composées est 
F’[9(¢)]9'(t) =f ¢(4)]9'(4) 


a cause de F’(x) = f(a), et que celle du second est par définition 
Vexpression méme placée sous le signe d’intégration. La for- 
mule (11) se déduit ainsi de la relation (10) par un mécanisme 
consistant a changer simplement dans celle-ci, z en 9(¢) et dx 
en dp(t) = ¢/(¢)dt. 

Elle permet de transformer les intégrales indéfinies de mille 
maniéres. Elle sert méme a en calculer effectivement un certain 
nombre; car il est possible qu’on n’apercoive pas la fonction 
de x qui a f(x) pour dérivée, mais que l’on puisse trouver bien 
plus facilement pour 9(¢) une fonction qui rende /[9(¢)]¢/(¢) 
dérivée par rapport a ¢ d’une fonction connue ®(¢). 

Pour avoir F(z), il ne reste plus alors qu’a remplacer inverse- 
ment ¢ dans ®(¢) par la fonction implicite de x que fournit la 
résolution de ’équation (g) par rapport a ¢. C’est ce qu’on nomme 
Pintégration par substitution. 


334. Si, aprés avoir particularisé les seconds membres des 
relations (10), (11), de maniére que la derniére ait lieu quelle que 
soit ¢, on trace dans le plan servant a la notation graphique de 
cette nouvelle variable un chemin [¢)T] tel qu’en y marchant 
x = (t) décrive le chemin Vintégration [ x) X | (228), le calcul 
des deux membres de cette relation, fait sur le nouveau chemin, 


donnera i 
F(X)—Fla)= fo fle(Ole (eae 
to 


c’est-a-dire 
x T 
« d. as © Ub CaN 
(12) f forde= f° flere 


la premiére intégrale étant prise, bien entendu, sur le chemin[2y X| 
et la seconde sur le chemin [ ¢) T']. 


CHAPITRE XII. 


PRINCIPE ESSENTIEL DE LA THEORIE 
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PARTIELLES. 


Généralités. 


335. Comme nous l’avons dit au n° 286, un systéme d’équa- 
tions différentielles est immédiat, quand toutes ses équations sont 
du premier ordre (281) et fournissent immédiatement plus ou 
moins de dérivées des fonctions inconnues, exprimées en fonc- 
tions composées des yariables indépendantes, de ces fonctions 
inconnues elle-mémes et de leurs autres dérivées. 

Quand ce sont toutes les dérivées des fonctions inconnues, dont 
les équations données fournissent de pareilles expressions, aucune 
dérivée ne peut figurer dans leurs seconds membres, qui ainsi 
sont essentiellement finis, et le systéme est de la nature de ceux 
dont nous avons commencé la théorie dans le Chapitre X. 

Quand au contraire c’est une partie seulement de ces dérivées 
qui constituent les premiers membres des équations données, les 
autres dérivées peuvent, en totalité ou en partie seulement, entrer 
dans Jes seconds membres qui ainsi sont éventuellement différen- 
tiels; et, au lieu d’un systéme d’équations différentielles totales, 
on ace que nous appellerons un systéme d’équations différen- 
tielles partielles. Ges systémes sont ceux dont nous allons nous 
occuper, en complétant la définition de leur caractére immédiat 
par une restriction essentielle que nous spécifierons au moment 
voulu (344, 342, inf.). 

Pour disposer nettement les équations d’un pareil systéme, 
il faut les écrire dans les cases d’un quadrillage rectangulaire 
dont les lignes correspondent aux variables indépendantes, les 


colonnes aux fonctions inconnues, en placant l’équation qui a par 
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ds : é : 
exemple q, Pour premier membre dans la case qui appartient a la 


fois ala ligne (t) et A la colonne (s). Des cases en nombre et en 
positions arbitraires peuvent évidemment rester inoccupées dans 
ce tableau. 


336. Dans un systéme d’équations différentielles partielles il y 
a, relativement a chaque fonction inconnue, une distinction essen- 
tielle a faire entre les diverses variables indépendantes (cf. 217). 

Nous appellerons variables principales d'une fonction inconnue 
déterminée celles par rapport auxquelles sont prises les dérivées 
de cette fonction qui constituent les premiers membres des équa- 
tions de la colonne correspondante dans le tableau du systéme. 
Pour la méme fonction, touies les autres variables seront para- 
métriques. Par exemple, si les variables indépendantes sont x, 9’, 
z, t seulement, et si la colonne (#) ne contient que les deux équa- 
tions 


(w) 


(x) ee 
CP) 
(s) oe 
(2) 

| 


la fonction inconnue # aura x, 5 pour variables principales, y, ¢ 
pour variables paramétriques. 

Le partage dont il s’agit ne s’effectue pas nécessairement de la 
méme maniére pour toutes les fonctions inconnues, telle variable 
pouvant fort bien étre a la fois principale pour une de ces fonc- 
tions et paramétrique pour une autre. 


337. Cette distinction entre les variables en entraine une non 
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moins importante entre les diverses dérivées d’un méme ordre 
quelconque k, d’une fonction inconnue déterminée. Nous appel- 
lerons genre de l'une de ces dérivées le nombre total de ses diffé- 
rentialions génératrices (disltinctes ou non) qui doivent étre effec- 
tuées par rapport a des variables principales. 

D’aprés cela, ordre k des dérivées de la fonction dont il s’agit 
contient : 1° le seul genre o, si toutes les variables sont paramé- 
triques pour cette fonction; 2° les k-+ 1 genres 


Os.) gatos ry io. 


si les variables sont les unes paramétriques et les autres princi- 
pales; 3° le seul genre 4, si toutes les variables sont principales. 
Dans un ordre quelconque, nous appellerons aussi paramé- 
triques les dérivées de genre o, et principales toutes celles de 
genres > 0. 
Dans lexemple ci-dessus (336), la fonction inconnue a dans 
le premier ordre : les dérivées de genre 0 ou paramétriques 


Dans le second ordre elle a: les dérivées de genre 0 ou para- 


métriques 
a ” d2w a2 w 
dy?’ dydt’ dt®’ 


et en fait de dérivées principales : celles de genre I 


d? aw. aw dw 
daz dy’ dxdt’ dzdy’ dsdi 


et celles de genre 2 
a w dw Bw 
dx?’ dads’ ‘dz?’ 


et ainsi de suite. 


338. D’aprés cette définition, les équations différentielles 
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d’un systéme immédiat partiel expriment toutes les dérivées 
principales premiéres des fonctions inconnues, en fonctions 
composées des variables indépendantes, de ces mémes fonc- 
tions tnconnues et de tout ou partie de leurs dérivées paramé- 
triques premteéres. 


339. La distinction entre les intégrales d’un systéme immédiat 
d’équations différentielles partielles s’opére suivant les mémes 
régles et a les mémes conséquences que pour les équations diffé- 
rentielles totales (288). 

Les intégrales ordinaires sont celles dont les valeurs, a elles- 
mémes et ici a leurs dérivées paramétriques premiéres, associées 
aux valeurs correspondantes des variables, tombent toujours dans 
des aires ott les composantes des seconds membres des équations 
du systéme sont toutes olotropes. 

Pour les intégrales singuliéres au contraire, les valeurs dont il 
s’agit sont toujours singuliéres pour quelqu’une au moins de ces 
composantes. 

Par exemple, lintégrale u(x, y, z) du systéme 


dita U a du 
Mae ed or eae 
du du 
(1) i Ur (m9 eps 


est ordinaire, si quelles que soient x, 9’, 3, du moins entre certaines 
limites, les fonctions de cing variables indépendantes 


Ua(t, ta, ts, ty, ts), Uy(ts, ta, ta, fa, ts) 
sont lune et l’autre toujours olotropes pour 
Ce i — We peels lin = UN bs Phy Np i SSN Cee, Goo, Nc 


Elle est singuliére, si l’une de ces fonctions ou toutes deux 


314 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


ne sont jamais olotropes pour les valeurs de‘t,, ..., 5 ci-dessus 
définies. 
inté inal les faire objet d’une 
Les intégrales ordinaires peuvent seules faire lobje 
théorie générale; c’est d’elles que nous allons nous occuper 
exclusivement, en réservant pour le n° 379 (inf.) le peu de mots 
que nous avons a dire sur les autres. 


340. La substitution d’intégrales ordinaires connues dans les 
équations d’un systéme immédiat partiel en transforme tous les 
seconds membres en des fonctions composées, habituellement 
différentielles, 4 composantes essentiellement olotropes, des va- 
riables, des intégrales et de leurs dérivées paramétriques pre- 
miéres. 

Les régles générales établies pour les fonctions composées (253 
et suiy.) sont donc applicables a ces seconds membres; et, comme 
nous l’avons fait au n° 289 pour les équations différentielles to- 
tales, on peut différentier indéfiniment celles du systéme par- 
tiel considéré. 

Les nouvelles équations ainsi obtenues, jointes a celles du sys- 
téme, fournissent certaines expressions de toutes les dérivées 
principales des intégrales, car des différentiations convenables 
peuvent évidemment en faire naitre une quelconque au premier 
membre; mais elles n’en fournissent jamais pour leurs dérivées 
paramétriques, parce que des différentiations, quelles qu’elles 
solent, ne peuvent jamais diminuer le genre commun 3 des déri- 
vées (principales premiéres) qui forment les premiers membres 
des équations différentielles proposées. 

Si donc on veut employer toutes ces équations a la reconstruc- 
tion des développements des intégrales ordinaires considérées, il 
faut de toute nécessité connattre, non seulement les valeurs 
initiales de ces fonctions, mais celles aussi de toutes leurs 
dérivées paramétriques. Il faut encore que ces équations puts- 
sent étre rangées dans un ordre de succession tel, que la réso- 
lution de chacune puisse se faire isolément, sans exiger autre 
chose que la connaissance des valeurs initiales de toutes les 
dérivées paramétriques, jointe a celle des résultats fournis 
par la résolution des Equations antérieures. 

Ces deux conditions sont également nécessaires au succes de 
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Vopération consistant a déduire toutes les intégrales ordinaires du 
systéme considéré, de semblables développements construits sur 
des valeurs initiales choisies arbitrairement pour elles et leurs 
dérivées paramétriques. 


341. Dans la théorie des équations différentielles totales, nous 
n’avons pas eu a nous préoccuper de la seconde condition, parce 
que la saccession voulue s’est trouvée réalisée d’elle-méme en 
prenant ce que nous avons appelé les formules primitives, par 
ordres croissants des dérivées figurant dans leurs premiers mem- 
bres; mais ici les choses se passent d’une maniére infiniment 
moins simple, parce que la présence des dérivées paramétriques 
dans les seconds membres des équations du systéme immédiat 
partiel considéré rend généralement l’ordre du second membre 
égal a celui du premier dans les relations qui remplacent les for- 
mules primitives. Et il arrive effectivement que cette seconde 
condition n’est pas remplie pour certains systémes de la nature 
de ceux dont la définition a été ébauchée aux n°® 286, 335. 

Nous les excluons absolument de nos raisonnements, et nous 
réserverons désormais le nom de systémes tmmédiats 4 ceux qui 
satisfont a la condition générale dontil s’agit, et qui seuls peuvent 
donner lieu au théoréme fondamental du n° 344 (inf.). 

342. La restriction a ajouter 4 la définition des numéros cités 
pour qu’elle devienne celle d’un systéme immédiat dans le sens 
ci-dessus expliqué consiste a exclure certaines dérivées paramé- 
triques de divers seconds membres des équations différentielles. 
Nous ne sommes pas en mesure de la formuler d’une maniere 
générale et précise; mais il nous suffira, et au dela, de considérer 
les systémes satisfaisant a la condition que : 


En appelant u, » deux fonctions inconnues quelconques, 
aucune dérivée (paramétrique) de v ne figure dans les seconds 
membres des équations de la colonne (wu) st quelque variable 
paramétrique de u est principale pour ¢. 


Tous ces systémes sont immédiats, comme nous le constaterons 
au n° 344, et, pour plus de simplicité dans le langage, ce sont 
eux seuls que dorénavant nous qualifierons de la sorte. 
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343. Eclaircissons ce qui précéde par. quelques exemples. 
Le systeme 


n’est pas de ceux que maintenant nous nommons immédiats, 
dv ; ; . 

parce que 7 en particulier figure dans le second membre de I’é- 
ax 


quation de la colonne (w), bien que la variable y qui est paramé- 
trique pour w.soit principale pour ¢. 
Au contraire le systéme 


= 
Tie U ( u RN 
dx = & av, > 7) dy | 

(2 bis) : = - 


rentre dans leur classe, nonobstant la similitude compleéte de ce 
du 
dy 
vement des seconds membres de la premicre colonne et de la 
seconde. 

De méme, plus généralement, toutes les fois que dans les équa- 
tions de chaque colonne ne figurent jamais les dérivées (para- 


métriques) des fonctions inconnues correspondant aux autres 
colonnes. 


(Ba dy 5 ; : 
Tableau et du précédent, parce que nee ont disparu respecu- 


Tel est encore le systéme 


du du dp dy du ade 
oe = Ual a 9 u, | fa = Ve( ) 
(3) 
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malgré la présence de toutes les dérivées paramétriques dans les 
seconds membres. De méme, plus généralement, pour tout systéme 
dans lequel le partage des variables (en principales et para- 
métriques) s’opére de la méme mantére relativement a toutes 
les fonctions inconnues. 

C’est dans cette derniére catégorie que se rangent les équations 
dites aux dérivées partielles soit isolées, soit simultanées. Le 
Tableau contient alors soit une, soit plusieurs colonnes dans les- 
quelles toutes les cases d’une méme ligne sont seules occupées. 

On doit y comprendre également les équations différentielles 
égalant a des fonctions données des seules variables indépen- 
dantes, les dérivées de Vintégrale indéfinte dune différen- 
tielle premiere incomplete prises par rapport aux variables 
principales (217). Cest évidemment le cas particulier le plus 
simple du probléme général qui nous occupe; il est caractérisé 
par ces deux circonstances : qu’il y a une seule fonction inconnue 
a découvrir, et que ni celle-ci ni aucune de ses dérivées (paramé- 
triques) ne viennent compliquer les seconds membres. 

A la rigueur on peut encore y placer les systémes d’équa- 
tions différentielles totales, puisque, pour toutes les fonctions 
inconnues, les variables sont principales, partant de méme nom. 
La distinction que nous maintenons cependant entre eux et ceux 
d’équations différentielles partielles est justifiée par bien des dis- 
semblances, en particulier par l’étendue infiniment plus consi- 
dérable des éléments d’indélermination que comportent les inté- 
erales de ces derniers. Il s’en faut d’ailleurs que la théorie de 
ceux-ci, dont nous ne pouvons donner qu’une ébauche bien gros- 
siére, soit aussi avancée que celle des autres. Néanmoins les dis- 
semblances auxquelles nous faisons allusion laissent subsister des 
analogies qui nous permettent de glisser légérement sur divers 
détails. 


344. Approfondissons maintenant la question effleurée au 
n° 340. On a d’abord ce théoréme : 


Une dérivée principale d’ordre k et de genre x quelconques, 
de toute intégrale ordinatre d’un systéme immédiat satisfar- 
sant a la condition restrictive du n° 342 peut, au moyen de 
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quelque équation de ce systéme convenablement différentiée, 
étre exprimée en fonction composée différentielle contenant, 
avec les variables indépendantes, les diverses intégrales fai- 
sant partie du méme groupe, leurs dérivées de toutes sortes 
d’ordres <k et leurs dérivées d’ordre k, mais de genres <x. 


Supposons, pour fixer les idées, que la dérivée principale dont 
il s’agit appartienne a lintégrale uw et comporte dans sa formation 
une différentiation au moins par rapport a la variable 2 supposée 
principale pour w; représentons par la caractéristique D*~', ce qui 
reste de l’ensemble de ses fk différentiations génératrices quand 


on en supprime une intéressant x, en sorte que cette dérivée 


du 


1 . 1 are) Pitti = 
puisse se noter par D oe 


Puisque la variable z est principale pour l’intégrale w, le sys- 
téme considéré contient forcément |’équation 


(4) ge an PO ee aa NG ey erad only 


ot Aw représente quelqu’une des dérivées paramétriques pre- 
miéres contenues dans son second membre, et dont la différen- 
tiation notée par D*~! donnera 


D*-t 55 = DAS Usa soe, U,V, +s, Aw, ++) 


Le premier membre de cette nouvelle équation est précisément 
la dérivée k**™® de uw dont nous nous occupons, et l’expression 
qu’en fournit le développement du second membre contient, outre 
ce qui y figurait avant la différentiation : 

1° A cause de la présence de u, 9, ..., des dérivées de toutes 
ces intégrales d’ordres < dont notre énoncé autorise la pré- 
sence; 

2° A cause de celle des dérivées premiéres ..., Aw, ..., encore 
des dérivées d’ordres < k des intégrales ..., , ... et avec elles 
des dérivées ki’™*s, mais des formes ..:, D*-! Agy, .... 

Cela posé, la présence de Aw dans le second membre de Péqua- 
lion (4) exige, a cause de la restriction du n° 342, que toute 
variable qui est paramétrique pour u le soit aussi pour et, par 
suite, qu'une différentiation donnée d’ordre quelconque ne soit 
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pas pour  d’un genre supérieur a celui qu’elle offre pour u. La 
différentiation D*~', qui est évidemment de genre x — 1 pour uw, 
est ainsi d’un genre égal ou moindre pour w. La dérivée DA-'! Aw 
est donc de genre x —1 au plus, parce que A est toujours pour 
une différentiation paramétrique ; c’est ce qu'il restait a prouver. 


345. Comme pour les équations différentielles totales (289), 
nous appellerons primitives, tant les formules auxquelles conduit 
ainsi la differentiation indéfinie des équations du systéme partiel 
considéré, que les expressions qu’elles fournissent pour toutes les 
dérivées principales de ses intégrales ordinaires. 

fl convient de concevoir ces diverses formules groupées par 
ordres croissants des dérivées principales qu’elles intéressent, et 
celles d’un méme ordre, sous-groupées par genres croissants des 
mémes dérivées. 


346. En appelant toujours simples les dérivées principales pro- 
venant de différentiations dont les principales intéressent toutes 
une seule variable, et complexes celles dont les différentiations 
génératrices intéressent au contraire plusieurs variables princi- 
pales distinctes, on apercevra facilement, comme au n° 289, V, 
pour les équations différenticlles totales, qu'une dérivée simple a 
une seule expression primitive, tandis quwune dérivée complexe 
en a plusieurs, savoir autant que ses différentiations généra- 
trices intéressent de variables principales distinctes. 


347. Chacune des dérivées principales mentionnées au n° 344 
est aussi exprimable par une fonction composée différentielle 
contenant encore les variables indépendantes et les intégrales, 
mats, avec elles, leurs dérivées exclusivement paramétriques 
(d’ordres égaux ou motndres). 


Les équations elles-mémes du systéme immédiat considéré four- 
nissent des expressions de celte nature pour les dérivées princi- 
pales premiéres. 

Considérons maintenant dans le second ordre les expressions 
primitives des dérivées principales de genre 1. En vertu du théo- 
réme précédent, elles ne contiennent en fait de dérivées princi- 
pales que celles d’ordre 1; elles prendront donc la forme voulue 
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par la substitution 4 ces derniéres de leurs expressions dont nous 
venons de parler. Celles des dérivées de genre 2 contiennent en 
outre des dérivées de genre 1; elles prendront donc encore la forme 
voulue par la méme substitution accompagnée de celle faite aux 
dérivées du premier genre, de leurs expressions débarrassées de 
toute dérivée principale qu’on vient d’obtenir. 

En procédant de méme dans le troisiéme ordre pour les dérivées 
principales de genres 1, 2, 3 successivement, on arrivera au résultat 
voulu, parce que dans chaque genre les expressions primitives ne 
contiennent jamais en fait de dérivées principales que celles d’or- 
dres moindres ou de méme ordre, mais alors de genres moindres, 
dont les opérations antérieures ont précisément fourni des expres- 
sions débarrassées de toute dérivée principale. 

Et ainsi de suite pour les ordres 4, 5, .... 

Nous appellerons encore ultimes (cf. 290) les formules ainsi 
obtenues et les expressions au moyen seulement des variables 
indépendantes, des intégrales et de leurs dérivées paramétriques 
d@ordres égaux ou moindres, qu’elles fournissent pour toutes les 
dérivées principales des intégrales du groupe ordinaire que le 
systéme proposé est supposé posséder. 

Comme au n° 290, V, pour les équations différentielles totales, 
le passage des relations primitives aux relations ultimes est 
encore ici une opération réversible. 

Crest la restriction du n° 342, il importe de le remarquer, qui 
nous a permis de déduire les formules ultimes, des formules primi- 
lives résolues successivement par ordres et genres croissants. Dans 
certains autres cas sur lesquels il est inutile de nous appesantir, 
d’autres arrangements de ces derniéres formules rendent encore 
possible leur résolution successive. Mais il y a des systémes ou 
nul arrangement de cette espéce n’est possible. 

Tel est, par exemple, le systéme (2) du n° 343, pour lequel, 

du d9 
dy tae toutes deux de 
méme genre 1, ont des expressions primitives dont chacune est 
embarrassée de l’autre dérivée. 


et dés le second ordre, les dérivées 


348. Comme nous l’avens remarqué pour les équations diffé- 
renuielles totales (290, HI), la multiplicité des expressions d’une 
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méme dérivée complexe s’accroit dans le passage des formules pri- 
mitives aux formules ultimes, en raison de celle des dérivées com- 
plexes dont cette opération comporte l’élimination. Mais, pour 
un systéme immédiat partiel, cette multiplicité peut s’élendre 
méme aux dérivées simples, parce que leurs expressions primi- 
lives peuvent fort bien renfermer des dérivées complexes d’autres 
fonctions inconnues, et par suite étre transformées de plusieurs 
maniéres par leur élimination. 

On notera cependant que dans le second ordre (le moindre ot 
il puisse exister des dérivées complexes), une dérivée simple ne 
peut avoir qu’une expression ultime, parce qu'il n’y a jamais a 
éliminer de son expression primitive que des dérivées de genre 1, 
partant simples. Une dérivée complexe seconde n’en a que deux 
pour la méme raison, et parce qu'elle n’a que deux expressions 
primitives. 


349. Les formules ultimes résultent de certaines combinaisons 
des formules primitives, choisies de maniére a faire disparaitre de 
leurs seconds membres toutes les dérivées principales. D’autres 
combinaisons consistant par exemple a éliminer seulement une 
partie des dérivées principales, ou bien encore a différentier les 
formules résultant de ces combinaisons el a y exécuter encore des 
éliminations partielles ou totales des dérivées principales qui s’y 
sont réintroduites, fourniront pour les dérivées principales une 
infinité d’autres expressions en quelque sorte intermédiaires entre 
les primitives et les ultimes, et toutes, comme elles, entiéres par 
rapport aux dérivées partielles des seconds membres des équa- 
tions du systéme immédiat considéré, et ausst par rapport aux 
dérivées des intégrales y entrant en dehors de ces dérivées par- 
tielles. 

De ces formules intermédiaires on pourra déduire de nouyeau 
et d’une infinité de maniéres des formules débarrassées de Loute 
dérivée principale dans leurs seconds membres. Mais ce sont des 
considérations sur lesquelles nous pouvons nous dispenser de nous 
appesantir. 


350. A partir de valeurs initiales données des variables, xo, 
Vo, 20) «+>» les développements par la série de Taylor des inteé- 
M. — I. 21 
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erales ordinaires, dont on admet Vexistence pour le systéme 
5 rest aT ee A . x ) 

immédiat considéré, peuvent étre reconstrutts, des que L’on 
connatt seulement leurs valeurs initiales et celles de leurs 


dérivées parameétriques de tous ordres. 
L’hypothése numérique 
D> He Be Woy ioe 


transforme effectivement tous les seconds membres des formules 
ullimes (347) en des quantités connues, puisqu’ils deviennent 
ainsi des fonctions connues des valeurs initiales tant des variables 
indépendantes, que des intégrales et de leurs dérivées paramé- 
triques, lesquelles sont supposées connues. Ces formules feront 
donc connaitre les valeurs initiales de leurs premiers membres, 
cest-a-dire de toutes les dérivées principales des intégrales dont 
il s’agit. 

En résumé, on connait done ainsi les valeurs initiales de ces 
intégrales et de toutes leurs dérivées sans distinction, c’est-a-dire 
ce qui est nécessaire pour écrire les développements cherchés. 


351. Quand les variables principales d'une intégrale prennent 
leurs valeurs particuliéres initiales, cette intégrale se réduit a une 
fonction de ses seules variables paramétriques, que nous nomme- 
rons sa détermination initiale. Dans le systéme (2) par exemple, 
la détermination initiale de w est une fonction de y, celle de » une 
fonction de z. Dans le systéme (3), celles des intégrales w, » sont 
toutes deux des fonctions de y. 

Si, pour une certaine intégrale, toutes les variables de la ques- 
tion sont principales, sa détermination initiale se réduit A une 
constante; c'est ce qui arrive toujours dans un systéme d’équa- 
tions différentielles totales. 

Si, pour une autre, les variables sont toutes paramétriques, sa 
détermination initiale est fonction de toutes les variables. 


302. La connaissance des déterminations initiales de toutes 
les intégrales permet aussi bien la reconstruction de leurs 
développements. 
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Hest clair, en effet, que les valeurs initiales des dérivées para- 
métriques d’une intégrale sont précisément celles des dérivées de 
tous ordres de sa détermination initiale. La connaissance des 
déterminations initiales équivaut donc exactement a celle des va- 
leurs initiales des dérivées paramétriques des intégrales, laquelle, 
d’aprés le théoréme du n° 350, suffit a la reconstruction des déve- 
loppements. 

Pour mieux faire apercevoir cette équivalence, considérons par 
exemple une intégrale w(x, y) dépendant de deux variables, lune x 
principale, Pautre y paramétrique, en sorte que u(y) = U(X, V) 
soit sa détermination initiale. Les valeurs initiales de wu et de ses 
dérivées paramétriques sont 


du d? ) dku 
ae ( dy Xo, Vo i ( dy? , Xo Yo : Myre dy* Lo No ; 


Mais on a évidemment 


aa ECGS) _ gs 
oS SURE foe 


Les valeurs initiales dont il s’agit sont donc bien égales a 


v(¥o); v'(¥o), v"(Yo)s Ot) vi) 70), asst) 


valeurs initiales de la détermination initiale u(y) et de ses dérivées. 


353. Pour un systeme immédiat partiel comme s’il était tota 
(296 et suiv.) (301), lexistence d’intégrales ordinaires ayant pour 
déterminations initiales des fonctions de leurs divers groupes de 
variables paramétriques, chotstes au hasard mais jouissant, bien 
entendu, de la double propriété d’étre toutes olotropes pour 
les valeurs initiales des variables indépendantes et d’avoir, 
elles et leurs dérivées premieres, des valeurs initiales tombant 
dans des aires ou les composantes des seconds membres des 
équations du systeme le sont aussi, lexistence de ces intégrales, 
disons-nous, dépend évidemment de ces trois conditions : 


I. Nonobstant la multiplicité des expressions ultimes d’une 
méme dérivée principale d’une intégrale hypothétique (348), 


324 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


les valeurs initiales qwelles fournissent de diverses manteres 
pour cette dérivée doivent toujours étre toutes numeriguement 


égales entre elles. 


Il. Les développements ainsi construits par la méthode des 
coefficients indéterminés, appliquée exactement comme s'il 
sagissait d’une simple reconstruction, dowent avo quelque 
systeme de rayons de convergence non tous nuls. 


IH. Leurs sommes doivent effectivement satisfaire a toutes 
les équations du systéme tmmédiat propose. 


Quand les deux premicres conditions sont remplies, la troi- 
siéme ne peut manquer de l’étre; car les valeurs initiales des 
fonctions ainsi obtenues satisfont évidemment aux formes initiales 
des relations ultimes, et par suite a celles des relations primitives, 
qui leur sont absolument équivalentes (347). Or ces derniéres 
expriment simplement que la substitution de ces fonctions, dans 
chaque équation du systéme, en change les deux membres en des 
fonctions de x, v, 3, .-- égales numériquement, elles et toutes 
leurs dérivées, pour £ = Xo, VY = Yo, = = Zo, - ++, par suite identi- 
quement (189). 


Nous n’avons done a nous occuper que de ces deux premiéres 


conditions. 


304. La réalisation de la premiére peut s’opérer : soit par une 
adaptation conyenable de la nature des fonctions choisies pour 
déterminations initiales des intégrales hypothétiques, a celle des 
seconds membres des équations du systéme, soit par une corréla- 
tion spéciale entre les seconds membres, en vertu de laquelle la 
condition dont il s’agit se trouve remplie indépendamment de tel 
ou tel choix des fonctions prises pour déterminations initiales. 

Nous exprimerons |’existence de cette corrélation en disant que 
le systeme immeédiat proposé est passif (cf. 297). 

. \ 9° feign 4 : x 

On peut ramener a |’intégration de quelque systéme de cette 

sorte, la recherche des intégrales des autres qui sont bien loin 
Pare ales + " > ; ~ . 

d’exister toujours (380, inf.), et que nous dirons exceptionnelles 

comme au n° 297 pour les équations différentielles totales. 


bancd s x . ie . iz . 
300. Pour quwun systeme immédiat d’équations différen- 


a 
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tielles partielles soit passif, il faut et il suffit que les deux 
expressions ultimes de chaque dérivée complexe seconde d’une 
fonction tnconnue quelconque (348) soient égales identique- 
ment, c’est-a-dire quelles que soient les valeurs attribuées aux 
variables, aux fonctions inconnues et a leurs dérivées para- 
métriques premieres et secondes qui y figurent, ces trots sortes 
de quantités étant considérées un instant comme autant de 
variables indépendantes. 


Comme pour les équations différentielles totales (298), cette pro- 
position tient: d’une part a ce que le second ordre est le moins 
élevé de ceux ot puissent se rencontrer des dérivées des fonctions 
inconnues représentables par plusieurs expressions ultimes, d’autre 
part a ce qu’une identité donnée entraine toujours a sa suite celles 
en nombre ulimité naissant de sa différentiation et de leurs com- 
binaisons variées 4 toutes. Mais nous reculons devant les compli- 
cations matérielles considérables ot il faudrait nous engager pour 
la démontrer catégoriquement dans toute sa généralité. 


356. Le nombre total des conditions de passivité est ainsi 
égal a la somme de ceux qui, pour chaque fonction inconnue, 
expriment combien ses variables principales offrent de com- 
binaisons deux a deux. 


Pour des nombres donnés, h, g, de variables indépendantes et 
de fonctions inconnues, il peut donc varier de 0, valeur minimum 
a laquelle il s’abaisse quand aucune fonction inconnue n’a plus 


: ; h(h —1 : : 5 
d’une variable, a ¢ eee valeur maximum qu'il acquiert quand 


aucune fonction inconnue n’a de variable paramétrique, c’est- 
a-dire quand le systéme immédiat considéré est total (299). 


357. Un exemple éclaircira mieux le calcul de ces conditions, 
et en méme temps celui des expressions primitives et ulumes. 
Nous prendrons le cas le plus simple en considérant le systéme (1) 
du n° 339; il comporte une seule fonction inconnue wu des trois 
variables 2, v, 3, les deux premiéres principales, la derniére para- 


métrique. 
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. . eet poe a ? 
Les expressions primitives des dérivées du genre 1 dans Vordre 2 


sont, 

6 au OUz , W<« du OUx, d?u 
> dreds 04 Ou dso, sou, an 
(6) au OUy | dUy du | Oy du 


dy dz 0% ou dz ou, dz?’ 


: Cen du 3 f 
ot uw, a été mis a la place de q;z pour rendre possible la notation 
a a 
des dérivées des composantes des seconds membres, prises par 


: 2 du 
rapport a celle de leurs variables dont — occupe la place. 


d 
et au ; a ’ 
Celles de la dérivée complexe ely (ordre 2, genre 2), tirées des 


premiére et seconde équations du systéme, sont respectivement 


Pui Wy, , Uz du. We du 
dxdy oy 0u dy oul, dy ds’ 
d2u OUy OU, du Oy du 


dx dy = Oe + Ou dr du, dx dz’ 


et les deux expressions ultimes de la méme dérivée s’obtiendront 

du du du du 

dx’ dy’ dvds’ dy ds P** 

membres des équations (1), (5), (6) respectivement. 
Cela posé, la condition de passivité, ici unique, se formera en 

égalant ces deux expressions ultimes ¢dentiqguement, c’est-a-dire 


en remplacant dans celles-ci les seconds 


ll : 3 AU se ate ee aa 
quelles que solent x, y, 5, U, a (=u), sz Ces S1X quantités 


dz? 
étant considérées comme autant de variables indépendantes les 
unes des autres. 


358. Notons en passant qu’un systéme immédiat est toujours 
passif sans conditions, quand pour chaque fonction inconnue 
le nombre des variables principales se réduit a0 0u da. 


359. Reste la condition essentielle de convergence (353, IL); 
contrairement a ce qui se passe pour les équations différentielles 
totales (301), elle n'est pas nécessairement remplie, et dans les 
deux paragraphes suivants nous spécifierons précisément un cas 
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trés étendu ot elle Pest toujours, et un autre ou sa réalisation 
dépend des circonstances particuliéres du probléme. 


Systemes immédiats passifs qui sont en méme temps réguliers. 


360. Quand les fonctions inconnues d’un systéme immédial 
peuvent tre placées dans un ordre tel, que toute variable qui est 
principale pour Pune le soit aussi pour toutes les précédentes, 
nous écrirons de gauche a droite dans cet ordre les colonnes cor- 
respondantes de son Tableau et nous dirons qu’il est régulier. 
Les fonctions se rassemblent naturellement ainsi en groupes, ow 
elles ont ou non mémes variables principales (et paramétriques ) 
selon qu’elles appartiennent au méme groupe ou bien a des 
groupes différents. A ces divers groupes, et en allant de gauche a 
droite dans le Tableau, nous assignerons les numéros d’ordre 1, 
2,3,...dontnous nommerons chacun le rang de régularité com- 
mun des fonctions inconnues appartenantau groupe correspondant. 

Dans un systéme de cetle espéce, nous écrirons aussi chaque 
ligne du Tableau de maniére que le nombre des fonctions pour 
lesquelles la variable correspondante est principale n’aille jamais 
en augmentant quand on le lit de haut en bas. Les variables se 
rassemblent ainsi en groupes, dans chacun desquels elles sont 
principales pour les mémes fonctions, et auxquels nous altribue- 
rons aussi les rangs de régularité 1, 2, 3, ... en descendant. 

Le systéme (3) du n° 343, par exemple, est régulier, et les deux 
fonctions inconnues y ont le méme rang; plus généralement aussi, 
tout systéme ot les variables se partagent en deux groupes 
ou, pour toutes les fonctions inconnues, elles sont principales 
dans Vun, paramétriques dans Vautre. Tels sont en pariicu- 
lier les systemes d’équations différentielles totales puisque les 
diverses variables y sont toujours principales, et aussi ce que Von 
nomme habituellement les équations aux dérivées partielles 
(isolées ou simultanées). 

Le systéme écrit ci-aprés est encore régulier s'il est immédiat, 
c’est-a-dire (342) si les dérivées paramétriques de chaque fonc- 
tion ne figurent jamais dans les seconds membres d’une colonne 


postérieure : 
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(1). (e). (w). (s). 


du _ dy dw = | 
(@) ipeaerr is Eee are ie eve 
du Ue | 
(y) dy = dy 
3 du he | | 
(3) dz == 1 | 
(1) | 


Nous appellerons irréguliers les systemes pour lesquels cette 
disposition des fonctions inconnues n’est pas réalisable, par 
exemple, le systéme (2 bis) du n° 343. 


361. Nous dirons encore qu’un systéme immédiat est linéaire, 
quand les dérivées (paramétriques) des fonctions inconnues entrent 
toutes linéairement dans chacune de ses équations. Un quelconque 
de leurs seconds membres se réduit alors 4 une somme de termes 
dont Pun est une certaine fonction des variables et des fonctions 
inconnues seulement, dont chaque autre est le produit d’une 
pareille fonction par quelque dérivée paramétrique. 

Par exemple, l’équation aux dérivées partielles 


(7). 


(y) 


Al 


constitue un systéme linéaire sison second membre est de la forme 
du 
U2 (a NL) uw) -- OPCs; wu) ay 
Ly 


Il faut aussi rattacher les équations différentielles totales aux 
systémes linéaires, puisque leurs seconds membres ne renferment 
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point de dérivées, et qu’ainsi ils n’en contiennent aucune d’une 
maniére non linéaire. 

362. Représentons, pour abréger, par 
(3) [iprl| 


un systéme quelconque d’équations différentielles partielles, 
a la fos immédiat (338), (342), passif (354), (355), régulier 
(360) et linéaire (361), entre les g fonctions inconnues 


(a) Di (By 


des h variables indépendantes 


(3) ay, 
et sotent 
(4) seen Ol Ge emo thy Oy ovals 


les fonctions de toutes ces quantités qui constituent les coef- 
ficients des seconds membres considérés comme expressions 
linéaires par rapport aux dérivées paramétriques des fonc- 
tions tnconnues. 

Sotent encore 


(5) ius Dy, 
(6) Sx, Sy; 
des aires limitées, a Vintérieur desquelles les fonctions (4) 
demeurent toutes olotropes. 
Appelons encore 
(7) Wey 1G) 


des fonctions des variables paramétriques de u, 9, .. +, Jouts- 
sant de la double propriété d’étre toutes olotropes dans les 
aires (6) et de n’y prendre jamais que des valeurs tombant 
dans les atres (5) respectivement. 

Cela posé, en 


(8) Xo) WAN) 


valeurs initiales des variables prises a volonté dans les aires (6), 
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XN fF = 4 Hy d 2 , ane 
le systéme (1) possede certainement un groupe d’intégrales 
ordinatres ayant les fonctions (7) pour déterminations tni- 
liales. 


En vertu des considérations exposées a la fin du paragraphe 
précédent (n° 353 e¢ suig.), il nous suffit, pour établir ce théo- 
réme, de prouver simplement que les développements des tnté- 
grales hypothétiques satisfaisant aux conditions tnitiales 
posées admettent quelque groupe commun de rayons de con- 
vergence non tous nuls. Nous y réussirons comme il suit (*). 


1. E'n appelant 


%G te} 


) 


une variable indépendante et une fonction inconnue de celle 
variable; en appelant encore 


(9) SG ihe Orel 


quatre constantes positives quelconques, mais dont la derniére 
est essentiellement inférteure a1, et posant pour plus de sim- 
plicité 


T 


(10) = W (ys == 747); 


(rea) 


Véquation différentielle 


: d: 
(11) — = p.w(ys + 72): [1—2.0(78 + nt)), 


dt 
complétée par la condition initiale 


0 pour TiO. 


a pour intégrale une fonction «(7) qui en z=0 est olotrope et 
a pour dérivées de tous ordres des quantités essentiellement 
positives. 


En += 4= 0, par suite dans des aires S,, S,, de dimensions 
suffisamment petites, délimitées autour de ces deux points, la 
fonction (10) est olotrope comme inverse arithmétique de la 


(*) Ce théoréme ayant fort peu d’applications classiques, la démonstration 
suivante peut étre omise dans une premiére lecture. 
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fonction olotrope 1 — (8 + 77) qui ne s’y évanouit pas (250, II); 
et de méme pour 


I 
(12) = ; 
VEO) Sei = fe) 


inverse arithmétique de 1—¢. 0 (y2 ++ 97), fonction qui est olotrope 
par ce qui précéde, et qui dans S,, Sy, si ces aires ont été choisies 
assez peliles, ne prend que des valeurs extrémement voisines 
de 1—e, partant non =o. 

Dans les aires considérées, le second membre de l’équation (11) 
reste donc olotrope, comme produit de la constante u. par les deux 
fonctions de cette espéce (10), (12). Le théoréme du n° 301 est 
donc applicable a cette équation, cas particulier le plus simple des 
systemes immédiats et passifs d’équations différentielles totales. 

Maintenant, les valeurs initiales des dérivées partielles de tous 
ordres sont essentiellement positives : @’abord pour la fonction (10) 
qu’on peut écrire 


I+ (ye + qt) + (ys-+ qt )?2+..., 
puis pour la fonction (12) dont le développement donne de méme 


[+ €.w (ys + nt) + e?w2+..., 


par suite enfin, pour le second membre de l’équation différen- 
tielle (11), simple produit de ces deux fonctions par la constante 
positive yp. 

ds ds 
dz’ dz 
réelles et positives; car, en vertu des formules ultimes appliquées 


Les valeurs initiales de » ++» sont donc toutes aussi 


a leur calcul, elles se présentent toutes sous forme d’expressions 
entiéres, sans aucun signe —, par rapport aux valeurs initiales des 
dérivées partielles du second membre de notre équation différen- 
tielle, toutes positives comme nous venons de le constater. 


Il. Sotent 
(33) Uo, Pos 


les valeurs initiales des fonctions (2) [ou (7)], ¢’est-a-dire celles 
qwelles acquiérent quand leurs variables prennent les valeurs 
qwelles ont dans la suite (8), et considérons les g fonctions 
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des h variables 
(14) C.-Y, Seas 
que définissent les formules 


u = Uy + 4[(t — 2%) +(0 — M0) +---]; 


(15) p= % +28[(e— 2%) +(9—%0)+---], 


et qui, pour les valeurs (8) de leurs variables, sont toutes olo- 
tropes (1) et égales aux quantités (13) respectivement | a cause 
de 8(0) =o]. 

St V’on pose 


(16) tay, 


ces nouvelles fonctions satisfont aux équations différentielles 
partielles 


(17) [irl] 


formant un systéme immédiat, régulier et linéaire dont la 
notation se déduit de celle du proposé (1) en écrivant partout 


dans celui-ct 
du du du 
ie ie ee 
au lieu de 
dus du . de 


aay mae d 
dx 


puis, dans chacun des seconds membres, en substituant a celle 
des fonctions (4) qui ne multiplie aucune dérivée, le produit de 


(18) w[g(t — Uy +v— +...) + A(F¥—Xy+)—Yot...)] 


par la constante p, et a celles qui multiplient des dérivées, les 
produits de cette méme fonction par de nouvelles constantes 
positives 


(19) Boy mass oct 


chotsies arbitrairement et d’une maniére définitive sous la 
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seule condition de satisfaire (pour chaque équation différen- 
tielle) a la relation 


(20) ere ate Mt ia eae 
En faisant, pour abréger, 
(§—a@)+()— yo) +...=7, 


toutes les dérivées premicres des fonctions (15) sont égales as/(t); a 
cause de la relation (16), la fonction (18) se réduita w[y.6(<)+ a7]. 

Il en résulte que la substitution des fonctions (15) dans l'une 
quelconque des équations différentielles (17) donne 


e'(t)= p.wlyea(t) + yt] +(...+m+...)w[y.8(t)+ 73] 4'(7), 
ou bien, a cause de la condition (20), 
S(t) == n.wly.8(c) at] > in——swy-2(t)- 7] 3, 


ce quia lieu effectivement en vertu de Péquation différentielle (11). 


Ill. Sorent 2, 8 deux nouvelles quantités positives satisfat- 


sant aux inégalités 


(21) Oh Me B13 
appetons 
(22) iets 


les fonctions de x,y, ... dans lesquelles se changent les fonc- 
tions (15) par les substitutions 


ay eh'e' eo tuliy P5)) Ole leldifel a ele hie] 10 eyrelele re 


(23) oF) ei) + aff t) — Gale 


siialads\o [ere ie ais) ee) ellajfe ais role) eee) 


ou t,t désignent généralement les variables homologues de 
iy ee aes ° = ‘ Ve . 
rang de régularité i (360) dans les suites paralleles (3), (14); 


appelons encore 


(24) eye 
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les fonctions de x,y, ... définies par les formules 


(25) ] SY) = sif! | 


ow sl, 8), SY) désignent les objets homologues de rang de 
régularité 7 dans les suites paralleles (13), (22), (24). 

Cela posé, les fonctions (24) satisfont a un certain systéme 
d’équations différentielles partielles, immédiat, régulier et 
linéaire 


(26) [IRL], 


semblable au systéme (17), par suite au proposé (1), dont, par 
un choix convenable des constantes encore indéterminées (21), 
on peut rendre les coefficients des seconds membres 


(27) eye OCA ioe Ue Viy ete 


des fonctions majorantes (300) relativement aux valeurs ini- 
tiales (8), (13), pour les coefficients des seconds membres des 
équations du systéme proposé qui leur correspondent dans la 


suite (4). 


On obtiendra évidemment les équations différentielles vou- 
lues (26) entre les fonctions (24), en transformant les équa- 
tions (17) par les substitutions 


ds) 87 dS 


ao ~~ oF deo’ 


1G) {iss at t{) — t], FAC si) = B/[ Si) — si], 


puis divisant chacune d’elles par le facteur constant qui s’est intro- 
duit dans son premier membre. Leur type est ainsi 


dS‘) B-/ ( pu yi jit 
di = gl UW)... + gB/ [SY )— siJ |... 


=e gat” [ee — 70] ao 


(28) yi 


git 


Mow)... + gB/" [SI — 59] 4... 


he ay gly :n (a) 
=e gat” ee) — i] a 
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Prouvons d’abord que les constantes analogues a 


multipliant la fonction w dans les coefficients des dérivées para- 
métriques, peuvent ¢lre toutes rendues supérieures 4 une méme 
quantité positive donnée SM, si grande qu'elle soit. En appelant w 
la plus petite de toutes les quantités ..., m, ... dans tous les 
seconds membres des équations (28), la constante ci-dessus écrite 
est toujours égale au moins a 


By’ 


gle 


ul. 


Cela posé, si 7’> 7, la différence i’ — 7 peut avoir une valeur 
quelconque comprise entre — fh et +h, h désignant toujours le 
nombre total des variables; 4 cause des conditions (21) la plus 
petite valeur de cette expression est done 


Batu. 


Si j’=J, on a nécessairement v’> 7, parce qu’alors, pour S‘/? 
comme pour 8), la variable ¢ est principale et l’autre ¢) est pa- 
ramétrique. La plus petite valeur de la méme expression est donc 


— UW. 
a 


Le cas de j/</ ne peut d’ailleurs se présenter; car alors, 
une variable au moins, paramétrique pour S\), serait principale 
pour SY” (360) et, contrairement a la restriction fondamentale du 


n° 342, l’équation (28) appartenant a la colonne [S‘] contiendrait 


AST 


) 
Ae Re phere! ‘ 
dans son second membre la dérivée a de Vintégrale SY”. 


dt 
Pour obtenir le résultat voulu, il suffit done de satisfaire aux 


inégalités 


Balu Set : ui > AM, 
c’est-a-dire de prendre 
(29) ax A’ puis 6 > —— 


ce que permettent les conditions (21). 
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Ces valeurs de a, 8 étant ainsi déterminées, on rendra aussi tous 
supérieurs a SA les multiplicateurs constants de la fonction w 
dans les premiers termes des seconds membres des équations du 
systéme (26) [toutes de la forme (28) ], en tirant u. de Vinégalité 


vu. >> HA 


dont le premier membre est la plus petite valeur de ces multipli- 
cateurs 4 cause des conditions (21) et de ce que g, h surpassent 
ou égalent au moins les plus grandes valeurs des rangs de régula- 
rité 7, ¢. Il vient ainsi 


(30) > — SM, 
valeur possible puisque jusqu’ici p était indéterminée. 


Dans la fonction w, on rendra enfin les multiplicateurs des diffé- 


rences 
 SH289),,. 025 Ge ae 


tous supérieurs 4 une méme quantité positive quelconque Ren 
satisfaisant aux inégalités 


oe Fn esa | 


is—Y 
mee) 
/ 


dont les premiers membres sont encore évidemment leurs valeurs 
minimums. A cause de la relation (16) ces conditions sont satis- 
faites en prenant 


gh 


¢ % 
(ey) 1> GR, a> sp 


ce qui est encore possible puisque Y, étaient restées arbitraires. 

Les constantes a, 8, p, y, 4 ayant été déterminées successive- 
ment ainsi par les inégalités (29), (30), (31), les valeurs initiales 
des dérivées partielles de l’un quelconque des coefficients (29) 
des seconds membres de notre systéme auxiliaire (26) seront évi- 
demment des quantités positives supérieures aux valeurs initiales 
des dérivées semblables de 


M.w[R(@ — x+y —yyt+...-U—wH4V Pot...)| 
(32) > A 
1—R(r=— ay try—yot...+U Uy + V Le 
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Ay) . 
Or, en appelant 6 le plus petit des olométres des fonctions (4) 
erg pre aie oe oF 5 

dans les aires -) (6), puis o' une quantité positive <6, puis r 
une seconde <0’, puis enfin M une limite supérieure commune 
des modules que toutes ces fonctions peuvent acquérir dans les 
mémes aires accrues de zones d’épaisseur 6’, on trouvera, en rai- 
sonnant comme au n° 301, I, qu’en prenant 


M>M, R>-, 
- 


la fonction (32) est, relativement aux valeurs initiales (8) (13), 
majorante pour l'une quelconque des fonctions (4). A plus forte 
raison les fonctions (27) sont donc ae pour leurs homo- 
logues parmi ces derniéres. 


IV. On peut en méme temps faire en sorte que chacune des 
déterminations initiales 


(33) Y, ® 


) 


des intégrales (24) de notre systéme auxiliatre (26) soit majo- 
rante pour la fonction correspondante du groupe (7), relative- 
ment aux valeurs initiales que leurs variables communes ont 
dans la suite (8), cela du moins, non pour les valeurs initiales 
de ces fonctions elles-mémes, mais pour celles de leurs dérivées 
de tous ordres. 


D’aprés les formules (15), (23), (25), les fonctions (24) sont du 


type 
D+ af... of (el) — 2). .]; 


. . I I 
et, comme d’une part les plus petites valeurs de 2’, Gi sont a”, 3 
6 


a cause des inégalités (21) et7Sh, 7 Sg, comme d’autre part les 
valeurs initiales des dérivées de la composante 4(7) sont essentiel- 
lement positives (I), les valeurs initiales des dérivées des fonc- 
tions précitées le sont toutes aussi et surpassent toujours celles 
des dérivées semblables du produit de la fonction 


M14 2 = 8 (eC — a5 Yo: -)il 


i 
par la constante z,- 
Bs 


M. — 


NS 
w 
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A cause de l’équation différentielle (11), cette derniére fonc- 
tion A satisfait évidemment aux équations différentielles totales 


(34) ae = oy =2595== pahrwfyr + nah (ae — x +y—Yot---)]: 
{y—e.w[yA + 7a*(e@—a+y —yo+...)]}. 


Comme la valeur initiale de ) est nulle 4 cause de s(0) =o, celle 
essentiellement positive qui est commune a toutes ses dérivées 
dordre quelconque & surpasse celle également positive qui est 


commune a toutes les dérivées d’ordre k — 1 de la fonction 
war 


parol qar(e—a+y are eo = Tf aah bee Oe yi 


Effectivement, la réduction de y, ¢ a o dans le dernier membre 
des équations différentielles (34) ne fait qu’enlever des termes 
positifs aux expressions primilives, et par suite aussi aux expres- 
sions ultimes des valeurs initiales des dérivées de leur intégrale 
qui coincide avec notre fonction A, parce que ces expressions sont 
toutes entiéres et sans aucun signe —. 

De tout ceci il résulte que les valeurs initiales des dérivées 
dordre k de Vune quelconque des fonctions (24) surpassent la 
valeur commune de celles des dérivées d’ordre k — 1 dela fonction 


qh U. 
GF 1—ya"(e@— a+ — Yo.) 


Nommons maintenant 6, le plus petit des olométres des fonc- 
tions (7) dans les aires (6), puis 6, une quantité positive < 6,, 
puis 7',, une autre <4), puis enfin M, une limite supérieure com- 
mune aux modules de toutes les valeurs que les dérivées premieres 
de ces mémes fonctions peuvent acquérir dans les aires en ques- 
tion accrues de zones additionnelles d’épaisseur 6. On trouvera 
facilement, en raisonnant comme au n° 301, I, que, si Von a 


qh 


I 
o> Mi, nee? > —, 


(36) 


ee) 


le module de la valeur initiale d’une dérivée d’ordre & de telle des 
; ‘ ‘ , . 

fonctions (7) qu’on voudra, v par exemple, est toujours inférieur 

a la valeur initiale de toute dérivée d’ordre k—r de la fonc- 
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: ne : ; ie 
tion (35); ce méme module est donc, a plus forte raison, inférieur 


fabyd 


la valeur initiale de toute dérivée d’ordre & de la fonction on , 
a 


a plus forte raison inférieur a celle de toute dérivée d’ordre k 
de telle des fonctions (24) que l’on voudra, en particulier de U, 
inférieur notamment si on le veut a la valeur initiale de la dé- 
rivée de U qui est semblable a celle de v dont il s’agit. Or cette 
dérivée de U coincide précisément avec la dérivée semblable 
de Y. 

Pour conférer aux déterminations initiales (33), comparées res- 
pectivement a (7), le caractére majorant voulu, il suffit donc en 
vertu des inégalités (36), que l’on prenne 


— £o eel 
ye wh Mi, Lj ia ahr,” 

ce que permettent évidemment les conditions (30), (31), les 
seules auxquelles jusqu’ici ces deux quantités aient été assu- 
jetuies. 


V. Supposons désormais que toutes les quantités y, 4, », 


yeeey M,..., 4, 8 atent été chotsies dans les conditions successt- 


© 


vement expliquées, que par suite, et relativement aux valeurs 
initiales (8), entiérement arbitratres dans les aires (6), et (13) 
dépendant de celles-ct mais tombant dans les aires (5), le carac- 
tére majorant ait été ainsi conféré, tant aux fonctions (27) 
pour les fonctions (4), qwaux fonctions (33) pour les fonctions 
(7) respectivement. Les modules des dérivées des valeurs int- 
tiales des intégrales hypothétiques du systéme proposé (1), 
ayant les déterminations initiales (7), sont inférieurs respec- 
tivement aux valeurs initiales des dérivées semblables des 
intégrales correspondantes (24) du systéme auxiliaire sem- 
blable (26). 

Le point dont il s’agit est évident pour les dérivées paramé- 
triques, puisque (IV) les déterminations initiales (33) des inté- 
grales du systéme auxiliaire sont précisément des fonctions majo- 
rantes pour celles (7) des intégrales hypothéuques du systéme 
propose. 

Pour les autres, il suffit d’observer : d’abord que dans tout sys- 
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teme linéaire expression ultime de la valeur initiale d’une dé- 
rivée principale est essentiellement entiére et sans aucun signe —, 
par rapport aux valeurs initiales des dérivées partielles tant des 
déterminations initiales des intégrales (certaines ou hypothé- 
tiques), que des fonctions jouant le rdle de coefficients dans les 
seconds membres; ensuite, que par hypothése les valeurs initiales 
de toutes ces dérivées partielles sont positives pour le systéme 
auxiliaire et respectivement supérieures aux modules des quan- 
tités correspondantes pour le systéme proposé; enfin, que par suite 
de la similitude complete des systémes (26), (1), les expressions 
ultimes construites pour le systéme auxiliaire se déduisent de celles 
construites pour le proposé, par la simple substitution des valeurs 
initiales dont il s’agit, aux quantités correspondantes pour le pro- 


posé. 


VI. D’aprés cela, il est évident que les développements des in- 
tégrales hypothétiques du systéme considéré (1) ont des rayons 
de convergence égaux au moins aux valeurs qwils ont pour 
les fonctions (24), intégrales du systéme aucxiliatre ; ils sont par 
suite tous différents de zéro. C’est ce que nous voulions prouver. 


363. La détermination des constantes p, Y, 7, ¢, a, % ayant été 
effectuée comme nous l’avons expliqué, il est facile, d’aprés ce qui 
a été dit au n° 301, d’en conclure une limite inférieure de l’olo- 
métre en t= 0, de lintégrale ¢ (+) de ’équation (11), ensuite, et 
daprés la théorie des fonctions composées, d’en assigner une aux 
olométres des fonctions (15), puis 4 ceux des fonctions (22), c’est- 
a-dire a ceux des intégrales auxiliaires (24), qui, précisément 
comme nous venons de le constater, apparliennent aux intégrales 
du systéme linéaire considéré (1). Des considérations du genre 
de celles qui ont été exposées au n° 302, VI, nous dispensent de 
nous préoccuper de leur grandeur ; il nous suffit de noter que leur 
limite inférieure déterminée comme ci-dessus est absolument 
indépendante de la position des valeurs initiales (8) des va- 
riables dans les aires (6). En conséquence, on peut, en chemi- 
nant dans ces aires, prolonger les premiers développements 
obtenus pourrees intégrales, aussi longtemps que les fonctions 
de leurs variables paramétriques, auxquelles elles se réduisent 


a 
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quand on fixe leurs variables principales aux valeurs qu elles 
ont transitoirement acquises, conservent les propriétés dont 
leurs déterminations initiales doivent jour pour que le théo- 
réme du n° 362 subsiste. 

C’est tout ce quwil nous est possible de dire sur ce sujet sans 
sortir des généralités. 


364. Tous ces points une fois bien compris peuvent étre résu- 
més dans cet énoncé infiniment plus bref : Un systéme quel- 
conque d’équations différentielles partielles, quand il est im- 
médiat, passif, régulier et linéaire, posséde des intégrales 
ordinaires qui restent (localement) olotropes aussi longtemps 
que le demeurent elles-mémes et leurs déterminations initiales 
et les fonctions jouant le réle de coefficients dans les seconds 
membres. 


365. L’intégration de tout systéme immédiat, passif et régu- 
lier, peut étre ramenée a celle d’un autre Jouissant de cette 
triple propriété, mais de plus linéaire. 


I. Soit d’abord le systéme (1) du n° 339, supposé passif, avec la 


condition initiale 


L=2Xo, 


3 b= UZ our 
(37) (4) Pp ey, 


A son Tableau nous ajouterons a droite une seconde colonne ; 
dans la case vide de la premiére colonne du nouveau Tableau, 
nous écrirons l’équation différentielle 


du 
= i} 
dz d 


w désignant une nouvelle fonction inconnue qui correspondra a 
la deuxiéme colonne et qu’en vertu de ’équation précédente nous 
du 
dz 
Dans la premiere et la seconde case de la deuxiéme colonne 


respectivement, nous écrirons les équations différentielles formées 


substituerons 4 —— dans les deux équations primitivement données. 
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en égalant aay ag aux résultats de la différentiation par rapport 
e) dz dy 


i s des seconds membres des équations données dans lesquels on 


du ' 
remplace partout qe par uw’. 


Il vient ainsi le systéme aux mémes variables, mais aux deux 


fonctions inconnues u, Ww’, 


du i" : du’ __ Ux OUz , , OU, du’ 

dx Wel eae dx jf OG rae 

du . du. Uy , Wy, OUx du’ 
(38) a == Wea, Gy Bg tly 0 ) se a Na oT te 

du. ay 

= 


qui est maintenant immédiat, régulier, linéaire et de plus pas- 


sif. Car : 
: 


1° La condition de passivité alien NE provenant de Videntifica- 
dx dy 


au 
dir dy 
téme, n’est pas autre chose que celle du systéme non linéaire 
donné, écrite avec une notation différente ; 


ae Mu du autos 6 
8) = 
2° Les conditions E Al , Fea sont satisfaites d’elles 


mémes, a cause du choix fait pour les équations différentielles de 
la deuxiéme colonne; 


ton des deux expressions ultimes de dans le nouveau sys- 


; oe AS clack hae hi 
3° La derniére condition Lae | se réduit, sauf une notation 


Orr A * = ae 5 . SU : 
différente, 4 Pidentité des expressions ultimes de —— relati- 
: dx dy dz 
vement au systéme non linéaire proposé. 
Enfin, il est clair que la premiére des intégrales wu, u!, du systéme 


linéaire (38) complété par les conditions initiales 


UW 755) {DOWN GPs Fy. = voy Ss = 4p, 


wos) pow r=m, y=yo, 


satisfait au systéme non linéaire considéré, ainsi qu’a la condition 
initiale annexe (37). 


CHE a moe s 
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II. Soit encore le systéme a une seule colonne 


du =< ive : du du 
ax BND Te ae 
(39) 
be Pee | 
avec la condition initiale 
(40) U=0(y, 2) pour #= a. 


Nous le remplacerons par le syst¢me, maintenant a deux colonnes 


de plus, 


Cin 7 oy || Ge — Whe Ose. du, OU» 

deg = Vals Yr A Uy yy Us) | TE = GE SE us rere 
_ We dus, _ Ue du’, 
du, ds ' Ou, dz 

Ca, dul, _ ds 

1h ss dy dz 

du : 

= =u, | 


qui est encore a simple vue immédiat, régulier et linéaire. Les 
conditions de passivité provenant de lidentification des deux 
expressions ultimes des dérivées complexes secondes de uw sont 
remplies & cause des équations des deux dernicres colonnes. 


. 4 OPE, ) 
Quant a la derniére | ——= ], elle lest, moyennant quelque chan- 

dx dy 
gement dans la notation, a cause de Pidentité des développements 


des deux expressions 


du du’ 
, dUx («, Vn Gn, Uhh, ‘Ge =) 


dy ds ds dy 


du du 
Hy dUx («. Vi Sy U5 Fie <) 
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Finalement, les conditions initiales 4 annexer au sysléme trans- 
formé (41) pour que son intégrale représentée par la lettre wu 
coincide avec celle du systéme proposé (39), précisée par la con- 
dition initiale proposée (40), sont évidemment 


v= Xo; 
u=v(Yo, 40) pour ) Yy=Yoy 
& = So, 
' r Z ; sel 610) == uF ) . == iF 
TES O(GHy 5) (DOWN ~ Uy =vy(¥,%) pour L= 2X. 
= IOs 


III. Maintenant le lecteur doit apercevoir la régle générale a 
suivre pour opérer la transformation dont il s’agit : 

1° On adjoint aux fonctions inconnues du systeme non linéaire 
proposé de nouvelles fonctions inconnues égales en nombre et 
en valeurs a leurs diverses dérivées paramétriques. 

2° On écrit dans les cases vides du Tableau primiuf de nou- 
velles équations différentielles exprimant cette égalité entre les 
nouvelles fonctions inconnues et les dérivées paramétriques des 
anciennes. 

3° D’autres nouvelles équations différentielles sont encore for- 
mées par les conditions de passivité relatives aux dérivées com- 
plexes secondes de chaque fonction inconnue du systéme primitif, 
prises les unes par rapport 4 une de ses anciennes et une de ses 
nouvelles variables principales, les autres par rapport a deux 
variables qui de paramétriques sont devenues principales. Ces 
équations différentielles de la premiére sorte sont placées a l’in- 
tersection des nouvelles colonnes du Tableau et de lignes détermi- 
nées; celles de la seconde sorte sont écrites dans d’autres cases des 
nouvelles colonnes sous une forme telle, ces nouvelles colonnes 
sont placées, relativement aux anciennes et les unes aux autres, 
d’une maniére telle, que le nouveau systéme soit bien immé- 
diat (342) et régulier (360). 

4° Les déterminations initiales des fonctions inconnues du nou- 
veau systéme s’obtiennent en donnant leurs valeurs initiales, a 
lout ou partie des variables primitivement paramétriques, dans les 
déterminations initiales annexées au systeme primitif et dans 
quelques-unes de leurs dérivées. 


CHAPITRE XII. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES PARTIELLES EN GENERAL. 345 


Nous nous en tiendrons aux exemples traités et a ces indica- 
tions générales, pour ne pas nous engager dans des détails d’une 
longueur et d’une aridité extrémes. Ts ajouteraient peu de clarté a 
ce que nous avons dit sur cette question; nous l’avons d’ailleurs 
creusée plus profondément qu’il ne nous sera nécessaire. 


366. Dans le systéme linéaire qui peut ainsi remplacer tout 
systeme immédiat passif et régulier, Jes coefficients des seconds 
membres sont : ou les nouvelles fonctions inconnues, ou l’unité, ou 
les composantes des seconds membres du systéme non linéaire, ou 
leurs dérivées partielles, ou bien des expressions entiéres par 
rapport a ces derniéres et aux nouvelles fonctions inconnues. Les 
nouvelles déterminations initiales sont aussi les anciennes et leurs 
dérivées premieres, dans lesquelles tout ou partie des variables 
sont fixées a leurs valeurs initiales. 

Si done pour le systéme non linéaire, les composantes des 
seconds membres sont toutes olotropes ainsi que les détermi- 
nalions initiales données, pour le systeme linéaire équiyalent les 
fonctions qui forment les coefficients des seconds membres et les 
déterminations initiales le seront toutes aussi. Comme d’ailleurs 
ce dernier systéme est en outre immédiat, passif et régulier, le 
théoréme du n° 362, élargi et résumé au n° 364, lui est en tout appli- 
cable, et il conduit au suivant, qui est plus général et fondamental : 

Quand un systéme quelconque d’équations différentielles 
partielles, méme non linéaire, est immédiat, passif et régulier, 
il a des intégrales ordinaires ayant des déterminations int- 
tiales données quelconques, qui sont (local°ment) olotropes 
aussi longtemps que jouissent de cette propriété, tant les com- 
posantes de ses seconds membres, que les déterminations tnt- 
tiales adoptées pour la construction des premiers développe- 
ments et que celles a dédutre successivement de ces premiers 
développements pour former les développements ultérieurs. 

Ici, comme aux n° 302 et suiv. pour les équations différen- 
tielles totales, nous entendons par le mot intégrales les premiers 
développements poursuivis ensuite par cheminement aussi bien 
que faire se peut (172 e¢ suzy). 


367. Comme pour les équations différentielles totales et pour 
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la méme raison (302, IL), un systéme d’équations différentielles 
. + , . , . 7 , 

partielles immédiat ne peut posséder qu'un seul groupe d’inté- 

grales répondant a des déterminations initiales données. 


368. Quand les conditions initiales restent indéterminées, 
les intégrales du systéme le sont elles-mémes, mais leurs élé- 
ments d’indétermination ne sont plus, tant s’en faut, les paramétres 
en nombre essentiellement limité qui figurent dans celles des 
équations différentielles totales (303); ce sont, avec les valeurs 
inttiales des fonctions inconnues dépoursvues de variables para- 
métriques, les suites simplement, doublement, etc., infinies, des 
coefficients des développements des déterminations initiales 
des fonctions inconnues ayant 1, 2, ... variables paramé- 
iriques. 

Dans un langage plus vague, on peut dire également que les 
mémes intégrales renferment, pour chaque fonction inconnue, 
un paramétre indéterminé si elle n'a que des variables prin- 
cipales, une fonction arbitraire de ses variables paramétriques 
dans le cas contraire (cf. 247, III). 


369. La réduction a quelque systéme linéaire, d’un systéme 
donné qui ne l’est pas, a été ici pour nous un simple artifice de 
démonstration. Nous attribuons néanmoins a cette opération une 
portée infiniment plus grande, et voici pourquoi. Dans les cas ou 
l'on a pu intégrer des équations différentielles partielles, sans spé- 
cifier préalablement les déterminations initiales des intégrales, on 
a trouvé pour résultat des relations déterminées, finies ou diffé- 
renttelles, entre elles et quelquefois avec d’autres fonctions pour 
ainsi dire parasites. En sorte que, si les équations différentielles 
totales sont des sources de nouvelles fonctions, les équations 
différenuielles partielles sont plutét des instruments générateurs 
de relations entre des fonctions. 

Or, pour vérifier que ces relations amenées par Vintégration 
reconduisent bien aux équations différentielles partielles in- 
tégrées, il faut de toute nécessité les différentier, puis combiner 
convenablement ce qu’elles deviennent ainsi. Toute différentia- 
tion introduisant d’une maniére essentiellement linéaire les 
nouvelles dérivées auxquelles elle donne naissance, on voit que 
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des équations linéaires se présentent toujours dans le passage 
des équations intégrales aux équations différentielles par- 
tielles proposées. Il en résulte que, dans Vintégration qui est 
Popération inverse, il est plausible de ne pas changer de route et 
par conséquent de se diriger d’abord vers des équations linéaires 
pour de 1a essayer d’atteindre les équations intégrales. La justesse 
de cette assertion ressortira de ]a maniére dont nous exposerons, 
dans notre troisiéme Partie, la méthode de Cauchy pour intégrer 
des équations aux dérivées partielles du premier ordre, non 
linéaires. 


Impossibilité éventuelle de trouver 4 un systéme 
immédiat et passif mais irrégulier, des intégrales répondant 
a des déterminations initiales arbitraires. 


370. Un systéme immédiat et linéaire quelconque étant donné, 
on peut toujours, en procédant comme au n° 362, construire avec 
les fonctions 0, ¥, ... un systéme linéaire semblable qui ait en 
apparence la faculté de devenir majorant. Mais, s’il est irrégulier, 
cette faculté peut étre illusoire; effectivement, en remplagant les 
formules (23), (25) du numéro cité par les substtutions bien plus 
générales 

€ =X) + % (x — 2), 


Y=Yot ely — Yo), 


1 


alee) ei \0) ea) 1¢, eine’ el lees el ayn/16 20) 915 


les constantes qui multiplient la fonction w dans le second membre 


de V’équation (28) deviennent 


et, acause de la petitesse des quantilés ..., m, ... dont la somme 
ne peut dans chaque équation différentielle surpasser ¢ < 1, on ne 
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peut pas, malgré le nombre bien plus grand des indétermi- 
nées 04, 42, »-+, &, Bi, Bo, ---, Bg, rendre supérieures a4 une 
quantité positive quelconque doutes ces constantes a la fots. Si 
l'on cherche 4 en augmenter quelques-unes, les autres diminuent 
forcément. 

Quand les limites supérieures des modules des coefficients des 
dérivées paramétriques dans les seconds membres du systéme 
linéaire irrégulier proposé sont assez petites, ceci n’empéche pas a 
la vérité de rendre encore majorant le systéme auxiliaire, par un 
choix convenable des indéterminées ci-dessus. Mais le théoréme 
du n° 364 qui s’applique a tous les systémes linéatres régu- 
liers cesse d’exister pour ceux qui sont trréguliers. 

On constate sans peine que la transformation du n° 365, appli- 
quée a un systéme non linéaire irrégulier, ne peut jamais conduire 
qu’a un systéme linéaire, irrégulier aussi. Il en résulte donc que le 
théoréme du n° 366 n’est pas applicable non plus aux systémes 
non linéaires irréguliers, et qu’ainsi l’existence de leurs inté- 
grales répondant a des conditions initiales quelconques est 
incertaine. 

Il y a effectivement des systémes de cette espéce qui sont 
absolument dépourvus de pareilles intégrales, bien quils rem- 
plissent toutes les conditions du théoréme du n° 366, et aussi de 
celui du n° 364 rentrant dans I’autre. L’exemple trés simple que 
nous allons traiter en fournira une preuve suffisante. 


371. En appelant H,, H, deux constantes réelles positives, 
nous considérerons le systéme 


Sa 
| 


(1) 


ayes H ae 
dys = ° dx 


qui est évidemment immeédiat, passif et linéaire, mais irrégulier, 
et nous lui adjoindrons les conditions initiales 


(2) Uke f2 \XOUIE FR (0), ¢=2 pour y=o. 
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Le systéme auxiliaire semblable est ici 


a oD) 
(4) e— > Hyp, e— >H,, 
Ar ay 
c’est-a-dire 
H a & 
“<-<7> 
€ 2 H, 


d’ot 
(pliable ee evi, 


a cause de la condition essentielle ¢ <1. Si l'on a H,H, <1, on 
pourra donc satisfaire aux inégalités (4) par une infinité de 
valeurs de ¢(<1), %, %23 aprés quoi, il est facile de voir que les 
autres indéterminées B,, 82, 2, Y, 4 peuvent étre choisies, et cela 
d’une infinité de maniéres encore, dans des conditions de nature 
a rendre le systeme auxiliaire (3) majorant pour le proposé (1), 
relativement soit aux déterminations initiales (2), soit méme a 
toutes autres (olotropes en y=o et =o) qu’on voudra. Le 
théoréme (366) [ou (364)] reste alors applicable, et, qguoique 
irrégulier, le systeme proposé (1) possede encore des intégrales 
ayant des déterminations initiales arbitraires. 


372. Mais si l’on aH,,H, >1, le systéme auxiliaire (3) ne peut 


plus étre rendu majorant, et en supposant, pour plus de simplicité, 
He es es 


nous allons effectivement prouver quil ne peut avoir aucun 
groupe @intégrales satisfatsant aux conditions tnitiales (2). 


[. Il est évident, par la nature spéciale du systeme considéré (1) 
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et des déterminations iniliales (2), que, guels gue sotent p, q, 


(5) Up.qr p,q 


valeurs initiales de 
dP+du dP+1 9 


dxp dy > dap dy4 


tirées des formules ultimes, sont des polynémes entiers en Hl, 
ayant pour coefficients des entiers positifs, et qwon a 


Up,g a 9q,P) 
par suite, 

Ong = 94,p, 
Op.¢2 Up.g désignant les degrés effectifs, par rapport a H, des 
polynémes (5). 


II. Quel que soit V’indice m, on a d’abord 


(6) Of,m—12 om—1,0- 
2) Mee genet tee Magee 
Car la différentiation dyna’ exécutée sur | équation de la pre- 


miére colonne du systeme proposé, donne la formule primitive 


dmu din-iy dmu 
= + a 
Ax dym) adym' dym? 


dou, pour x = y =0, la formule ultime 
Uim—-1>-- io V0,m—1 +See Um-1,0 “++ (Ip): 


ll. On a ensuite 


| 
wa 


N N 
9mo2 O1m—1+ M—TI. 


qdm-1 
dzp-} dy"—P 
ion différentielle, donne, pour z= y =o, 


Car la différentiation » exécutée sur la méme équa- 


Up,m—p ++. H Up—1,m—p+1) 
d’ou 


» SS » 
Op,m—p = %p—1,m—p+i+ I. 


Or, en donnant successivement a p les valeurs m,m—1, 


eects 
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9, 2, et ajoutant membre a membre les inégalités correspon- 


dantes fournies par la précédente, on parvient bien a Vinéga- 
lité (7). 
IV. On a encore 


m(m —1) 
9 mr 


(8) Om62 Ike 


La combinaison des relations (6), (7) donne 
Om,02 Ofte +m—t. 


Or, en ajoutant membre 4 membre cette inégalité avec celles s’en 
déduisant par la substitution successive de m—1, m—2, ..., 
2 am, et en observant qu’on a 6,91 a cause de inn = Heron 
obuient précisément l’inégalité (8). 


V. En vertu de la premiére remarque, faite dans I’alinéa (I), 
de Vinégalité (8), et a cause de H>1, ona 


mu(72—1) 


wm,o= Tl 2 


ae! 


En appelant donc € le module de z, le terme général de la partie 
du développement de l’intégrale hypothétique wu qui est indépen- 
dante de y a un module au moins égal a 


mn2—l) 


H ? 


41 Em 


1,.2...Mm 


Or, cette quantité croit indéfiniment avec m pour toute valeur 
de £non =o; car le rapport de ses deux valeurs ot l’exposant de & 


a les valeurs m-+ 1, m, est 


H™ 
it 


IVY 


’ 


quantité évidemment infinie avec m, & cause de H > 1. 

Done cette partie du développement de wu est une série diver- 
gente, le développement tout entier aussi, et, comme nous Vavons 
annoncé, les intégrales w, » ne sauraient exister. 

On arriverait a plus forte raison 4 la méme conclusion, en sub- 
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stituant aux déterminations initiales (2) 
Ui Oya) pour 7—O, 9 = 0(2) pour TP =O, 


v, 9 désignant des fonctions quelconques, toutes positives elles et 
leurs dérivées de tous ordres, pour x =0 et y=o0. 


373. Ainsi donc, pour un systeme trrégulier, méme immédiat 
et passif, Vexistence des intégrales ordinaires ayant des déter- 
minations initiales données, est essentiellement précaire. 

Elle dépend de la nature des composantes des seconds membres 
des équations différentielles, et aussi de celle des déterminations 
initiales, les intégrales d’un systéme de méme Tableau pouvant 
exister dans un cas et disparaitre dans un autre. I] n’entre pas dans 
notre cadre d’approfondir davantage cette aride question, a laquelle 
d’ailleurs nous n’apercevons dans l’état acluel de Analyse aucune 
application intéressante. 

Nous ferons cependant cette remarque a peu prés évidente et 
qui peut étre ule: Un systéme tirrégulier, mats immédiat et 
passtf, Jouit, au point de vue de l’existence des intégrales ordi- 
naires, des mémes propriétés que stl était régulier, quand on 
peut le déduire d’un systéme de ce genre et de plus régulier, 
par la simple suppression de quelques équations différentielles. 

Par exemple, en supprimant telles équations qu’on voudra dans 
un systeme immédiat d’équations différentielles totales, on obtient 
un systeme partiel évidemment immeédiat aussi, mais qui peut étre 
irrégulier. Sz ce nouveau systéme est passif, le théoréme du 
n° 366 lui est certainement applicable. 


374. Il est essentiel de noter que, si un systéme irrégulier 
est quelquefois privé d’intégrales répondant a certaines condi- 
tions initiales, tl n’en résulte pas que son intégration soit 
impossible. Car, en le résolvant par rapport a certaines dérivées 
paramétriques, quelques variables indépendantes changent de 
nom pour certaines fonctions, la répartition des cases vides et 
des cases occupées se modifie dans son Tableau, et, dirrégulier 
quwil était, il peut devenir régulier, par suite sujet au théoréme 
da n° 366 qui lui assure des intégrales, indépendamment des con- 
ditions initiales qui peuvent leur étre imposées. Mais si, dans 
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leur ensemble, les équations différentielles sont restées les mémes, 
ou da moins équivalentes a ce qu’elles étaient primitivement, 
L’économie des conditions initiales a été totalement bouleversée 
par les changements que cette transformation a opérés dans 
la dénomination des diverses variables par rapport a chacune 
des fonctions inconnues. Et le paradoxe naissant de la coexistence 
de ces deux faits en apparence contradictoires, que, sous une forme, 
le syst¢me proposé n’a pas d’intégrales, tandis qwil en posséde 
sous une autre, se résout sans difficulté par cette simple remarque 
que les deux groupes de conditions initiales correspondant a 
ces deux formes ne sont pas du tout équivalents. 
Par exemple, sous la forme équivalente 


du <4-H du dy ret dy 
ee sag dy "de WW, HH, dy 


le systéme (1), méme pour H,=H,=H >1, peut étre intégré 
avec les conditions initiales quelconques 


u=v(y) 
Cy) 


pour 7 = 7%; 


mais il est impossible de choisir les fonctions vu, 9, de maniére que 
les intégrales correspondantes se réduisent simultanément : la pre- 
miére pour z=o a une fonction de y positive avec toutes ses 
dérivées en y =o, la seconde pour y=o a une fonction de x 
jouissant des mémes propriétés en x = 0. 


Indication sommaire de la marche générale 4 suivre 
pour découvrir toutes les solutions d’un systéme donné quelconque 
d’équations différentielles et finies. 


375. Les systémes immédiats d’équations différentielles totales 
ou partielles sont les seuls dont la considération générale puisse 
conduire a des résultats précis et susceptibles de coordination 

M. — I. 23 
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théorique ; et nous ferons incessamment une étude approfondie de 
ceux qui sont a la fois les plus importants et les plus facilement 
maniables. Mais, auparavant, il convient de montrer en gros que la 
recherche des solutions de toutes natures d’un systeme donné 
quelconque d’équations tant différentielles que finies revient 
toujours en dernicre analyse a celle des intégrales ordinaires 
de quelque systéme immédiat, et d’esquisser les traits principaux 
de cette réduction. Nous allégerons ainsi nos théories ultérieures 
de considérations assez diffuses qui les embarrasseraient sensible- 
ment, qu’il faut cependant exposer, et qui gagnent certainement a 


étre rapprochées les unes des autres. 


376. Supposons-nous donc en présence d’un systéme 


(1) [$] 


composé d’équations différentielles et finies entre certaines fonc- 
tions inconnues d’un méme groupe de variables indépendantes x, 
VY, +++, équations dont les composantes des premiers membres 
sont de natures quelconques, mais cependant toutes olotropes, 
pour les valeurs a considérer, des quantités qu’elles contiennent. 


I. On commencera par discuter conformément aux régles 
résumées au n° 319 le groupe des Equations finies 


(2) [4] 


qui peuvent faire partie du systéme proposé. Si, & lui seul, ce 
systéme partiel est impossible, il est clair que le proposé n’a 
point de solutions non plus. Sinon (loc. cit.) on remplacera le 
groupe dont il s' agit par un groupe équivalent mais réduit 


(3) [ £1]. 


Il. En appliquant ensuite la méthode exposée au n° 283, on 
ramenera aun groupe équivalent du premier ordre 


(4) [D] 


celut des équations vraiment différentielles du systéme pro- 
posé dont nous appellerons u,, ... les fonctions inconnues. 
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IH. Des équations du groupe (4) on éliminera de toutes les 
maniéres possibles les dérivées seulementu',¢',... des fonctions 
unconnues, de maniére a le décomposer en un sous-groupe 


(5) [>] 


d’équations vraiment différentielles résolubles par rapport a 
un nombre égal des dérivées u', v', ..., et un autre sous-groupe 
d’équations toutes finies dont la réunion aux équations (3) 
fournira un nouveau systéme fini 


[ $2], 


gut sera traité comme l’a été (2). 

Sauf impossibilité révélée par cette discussion, le systéme 
proposé (1) sera ainsi ramené & se composer des équations dif- 
férenttelles (5) accompagnées d’ équations fintes 


(6) Lf] 


résolubles par rapport a un nombre égal de fonctions incon- 
TUES W053 56-5 


IV. La résolution des équations (6) fournira certaines fonctions 
inconnues UW, 7, ... exprimées en fonctions composées finies des 
autres 9, s,... etde z, y, ... par des formules 


=> WG GS cos By ooa)h 1D sa WW (Hy De soos On BF conle 


dont la différentiation fournira toutes les dérivées premicres de 
u, , ... exprimées aussi en fonctions composées différentielles 
de premier ordre de 9, 5, .... 


On portera ces diverses expressions finies et différentielles 
dans les équations (5), ce qui les transformera en d’autres 
également différentielles du premier ordre, mats interessant 
seulement les fonctions inconnues %, S, ... par rapport 
auxquelles le groupe n’a pas été résolu. 


Ces nouvelles équations seront traitées par la méthode expliquée 
4 Palinéa HI, puis, s’il y a lieu, par celle du présent; et ainsi de 


suite. 
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V. Le nombre total des équations du systéme ne va jamais 
en augmentant, puisqu’on en rejette quelquefois sans jamais en 
ajouter; il en est de méme pour celui des équations vraiment 
différentielles seulement, puisque jamais non plus on ‘n’y en 
introduit de nouvelles et que parfois au contraire on en déduit 
des équations finies qui sont transportées dans l’autre groupe. 

En procédant de la sorte aussi longtemps qu’il le faudra, on 
finira donc certainement, sauf toujours la rencontre de quelque 
impossibilité dans le systéme des équations finies, par tomber 


. 


sur un des trois cas suivants ? 


(A). Un systéme final 
[F] 


composé d’équations toutes finies et résolubles par rapport a 
des fonctions tnconnues en nombre égal. 


(B). Un systéme final 
[D] 


ad’ équations différentielles pures (du premier ordre) résolubles 
par rapport a un nombre égal de dérivées des fonctions 
inconnues. 


(C). Un systéme final mixte 


((F] 
{ [D] 


composé de deux systémes partiels, Vun fini |[F ], V’autre[D] 
purement différentiel, chacun de la nature de ceux des 
cas (A) (B) ci-dessus et Jouissant en outre de la propriété rela- 
tive de ne pas souffrir la réduction de l’alinéa IV. . 

Cela posé, voici comment les choses se passeront. 


(A). La résolution du systéme fini|F ] opérée conformément 
aux régles du n° 319 fournira toutes les solutions du systéme 
originairement proposé (1). Selon les circonstances il y aura 
détermination ou indétermination, le nombre des groupes de 
solutions distinctes pouvant d’ailleurs étre quelconque. 


(B). On résoudra le systeéme [D] par rapport a des dérivées 


a 
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des fonctions inconnues, choisies de maniére que chaque groupe 
de formules de résolution constitue un systeme immédiat et 
régulier d’équations différentielles partielles ou totales. Les 
intégrales de ces divers systémes immédiats (380, inf.) sont 
évidemment celles du proposé (1). 


(C). Des équations finies [F] on tirera pareil nombre de 
fonctions inconnues u, wv, ... en fonctions composées tant des 
autres v, 8, ... que de x, y, ..., et la différentiation des 
formules ainsi obtenues 


Cp maml CE A e ee OSes — = WN Vs, Fagg Ss eee yy 


(dont les groupes peuvent étre multiples) fournira toutes les 
dérivées premieres, de u, w,... en fonctions composées dif- 
férentielles de 9, s,du premier ordre par rapport aux derivées 
de ces derniéres fonctions. 

La substitution de ces expressions finies et des expressions 
différentielles correspondantes dans les équations [D]| les 
change en un systéme du premier ordre 


[¢] 


qui maintenant contient seulement les fonctions inconnues ¢, 
Rell CLCLUSIOTEMLE UO) sos 

Les intégrales de ce dernier systéme [| d], obtenues en suivant 
la marche propre au cas (B), et combinées avec les valeurs cor- 
respondantes de u, v, ... fournies par les formules (7), seront 
des solutions du systéme proposé (1). 

Les autres solutions s’obtiendront évidemment en traitant 
de la méme maniére les autres racines analogues a (7) que le 
systéme fini [F] peut encore posséder. 


377. Ainsi donc, si les opérations expliquées ci-dessus n’ont 
pas résolu la question, négativement par la rencontre d’un sys- 
téme fini impossible, affirmativement par la disparition de toute 
équation différentielle laissant un systéme fini dont la résolution 
fournit toutes les fonctions pouvant satisfaire au systéme pro- 
posé (1), on est conduit a quelque systéme immédiat et régulier, 
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comme dans les cas (B), (C) ci-dessus. I faut d’abord en cher- 
cher les intégrales ordinaires. 

A cet effet on formera les conditions de passivité. S'iln’y ena 
point a considérer (cas de 0 ou i variable principale pour 
chaque fonction inconnue), ou bien si elles sont toutes satts- 
faites, les seules intégrales ordinaires sont celles dont les 
théoremes des n° 301, 366 assurent Vexistence. Elles renfer- 
ment des éléments d’indétermination dont |’étendue est mesurée 
par celle totale des suites infinies des coefficients indéterminés 
des développements de leurs déterminations initiales (368). Elle 
est la moindre quand le systéme final est composé d’équations 
différentielles totales, cas auquel le nombre des coefficients indé- 
terminés se réduit au nombre méme des fonctions inconnues de 
ce systéme (303). 

Dans le cas (C) ci-dessus, ces éléments d’indétermination, 
quelle que soit leur importance, s’introduisent aussi dans le groupe 
paruel de solutions que fournissent les formules (7) et subsistent 
par suite dans l’ensemble de celles du systéme originaire pro- 


posé (1). 


378. Quand des conditions de passivité ne sont pas remplies 
identiquement, elles constituent, entre les intégrales du sys- 
téme différentiel final, de nouvelles relations auxquelles ces 
fonctions doivent forcément satisfaire, puisque les conditions 
dont il s’agit sont des conséquences nécessaires de l’existence de 


fonctions satisfaisant aux équations différentielles dont elles pro- 
viennent. 


On adjoindra donc au systéme différentiel final les condi- 
tions non satisfaites (tant6ét finies, tantét différentielles). Puis 
on recommencera toute la série des opérations expliquées en 
détail, du n° 376 a celut-ci, et cela indéfiniment, jusqu’a ce 
qu’on arrive soit & une impossibilité, soit a Vun des cas exa- 
minés dans le numéro précédent, mais ow les équations diffé- 
rentielles, s’il en reste, puissent étre transformées en un 'sys- 
teme immédiat et régulier qui soit en méme temps passif. | 


Les intégrales de ce systéme conduisent évidemment aux solu- 
tions du proposé (1). 
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379. Il reste encore a chercher les intégrales singuliéres que 
peut posséder le systéme final différentiel et immédiat dont 
nous parlions au n° 377. 

A cet effet on considérera les ensembles de valeurs qui sont 
singuliéres (144) pour tout ou parue des composantes des seconds 
membres des équations de ce systéme, ensembles dont la connais- 
sance dérive de celle de ces composantes elles-mémes. 

Habituellement (loc. cit.) chacun de ces ensembles est carac- 
térisé par la propriété des valeurs qui en font partie, de satisfaire 
aun certain groupe d’équations finies dont le nombre et lespeéce 
dépendent de la nature spéciale des seconds membres donnés. 

En écrivant dans ce groupe d’équations chaque variable indé- 
pendante du systéme final dont on cherche les intégrales singu- 
lieres, ou chaque fonction inconnue, ou chaque dérivée d’une 
fonction inconnue, a la place de la valeur qui lui appartient, il se 
transforme évidemment en un systéme additionnel de relations 
(finies ou différentielles) auxquelles doivent satisfaire les inté- 
grales singuliéres cherchées (288) (339). On adjoindra donc ce 
systéme additionnel, a celui dont on veut découvrir les tnté- 
grales singuliéres, et la recherche de ces derniéres sera ainst 
ramenée a celle des intégrales de toutes sortes que le systéme 
ainst accru peut posséder. 

Dans tous les cas connus, ce nouveau systéme est de nature 
a comporter une tmposstbilité manifeste ou sinon a se préter a 
la suite d’opérations expliquées aux n° 376 et suivants. Hors 
ce cas d’impossibilité, ces opérations, recommencées s'il y a lieu 
plusieurs fois, conduiront certainement, ou bien a la constatauon 
d’une impossibilité, ou bien a des équations dont les racines si 
elles sont finies, dont les intégrales ordinaires si elles sont diffé- 
rentielles, seront les intégrales singuliéres cherchées. 


380. La question que nous venons de traiter par apercu est 
d’une nature si vague, que nous ne pourrions rien dire de plus 
précis sans entrer dans des particularités oti les considérations 
précédentes perdraient tout intérét général. Nous ne parlerons 
pas non plus des modifications avantageuses dont la méthode que 
nous avons exposée est quelquefois susceptble ; mais nous devons 
ajouter quelques mots sur les résultats éventuels de notre dis- 
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cussion appliquée a un systéme immédiat et régulier quelconque 
(8) : [IR] 


d’équations différenticlles entre les fonctions inconnues wu, %, .-- 
des variables indépendantes x, y, .--. Ge cas est particuliére- 
ment intéressant parce qu'il est plus simple et parce que tous les 
autres s’y raménent en derniére analyse, comme nous Vavons vu, 
quand ils ne conduisent pas exclusivement a des équations finies 
sur lesquelles nous n’avons rien a ajouter a ce qui en a été dit 


dans le Chapitre XI. 


I. Quand le nombre des variables principales est 0 ow 3 
pour chaque fonction inconnue, l’ existence des intégrales ordi- 
naires est certaine. 


If. Quand il est plus considérable, il y a 4 se préoccuper des 
conditions de passivité. 

Si elles sont toutes satisfaites, les choses se passent comme 
dans le cas préecédent (1) et l’étendue des éléments d’indéter- 
mination des intégrales est immédiatement réglée par Vim- 
portance totale de leurs groupes de variables paramétriques. 
Ici et ci-dessus (I) on peut dire que les intégrales ordinaires sont 
normales. 


IH. Stnon, la méthode esquissée au n° 3718 exige absolument 
Vadjonction de nouvelles équations au systéme proposé (8). 
La suite des opérations mentionnées aux n°s 376 et suivants peut 
conduire a en adjoindre d’autres encore, cela méme a plusieurs 
reprises. On peut donc finir par se trouver en présence d’une 
impossibilité; c’est méme la chose la plus probable. Effective- 
ment, ’augmentation indéfinie du nombre des équations addition- 
nelles ne peut étre arrétée que par la passivité de l'un des sys- 
témes immédiats que raméne le cours des opérations, c’est-a-dire 
que par un événement absolument fortuit, puisque sa réalisation 
exige, non pas que certaines conditions positives ne soient pas 
remplies, mais au contraire qu’elles le soient. 

Dans le cas de non-passivité, Vexistence des intégrales ordi- 
naires est donc essentiellement précaire, et méme, s’il y ena, 
elles se distinguent des intégrales normales (1) (IL) par cette 
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curconstance capitale, que l’étendue de leurs éléments d’indé- 
termination n’est nullement réglée par les nombres de variables 
paramétriques existant pour les diverses fonctions inconnues 
du systéme proposé (8). Elle est toujours moindre que si le 
systéme était passif, parce que les équations a lui adjoindre pour 
opérer diminuent forcément le nombre des variables paramé- 
triques dans le systéme final. 

A cause de tout cela, et par opposition aux intégrales ordinaires 
normales des cas de passivité, nous donnons 4 celles-ci le nom 
dintégrales exceptionnelles (297). 


IV. Comme la recherche des intégrales ordinaires exception- 
nelles, celle des intégrales singuliéres exige toujours Vadjonction 
au systéme proposé de nouvelles équations (379) dont, pour les 
mémes raisons, le nombre peut s’accrottre jusqu’a impossibilité. 
Lexistence des intégrales singuliéres est donc encore précatre, 
et jamais non plus, quand il y en a, elles ne comportent des 
éléments d'indétermination aussi étendus que ceux des inté- 
grales ordinaires normales d’un systeme passif. 

En résumé; si le systéme (8) est passif, il posséde certainement 
des intégrales ordinaires normales; avec elles, il peut avoir encore 
des intégrales singuliéres, mais c’est par hasard. 

Sil est non passif, l’existence d’intégrales ordinaires excep- 
tionnelles, comme celle d’intégrales singuliéres, est toujours for- 
tuite. 

Les intégrales ordinaires normales sont de beaucoup les plus 
intéressantes; nous allons les étudier dans les systémes d’équa- 
tions différentielles totales, et, chemin faisant, nous donnerons 
des exemples d’intégrales ordinaires exceptionnelles et d’inté- 
erales singuliéres (405, 4086, i/.). 


CHAPITRE XIII. 


ETUDE ULTERIEURE DES SYSTEMES IMMEDIATS D’ EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES TOTALES. 


Fonctions intégrales générales. 


381. Le systéme immédiat d’équations différentielles totales 


du f do 

au = Uz(2, Be » U,V; ); dx = Ve, 
(1) ho CP 

dy aa Uy (2, y, >» Us, a): dy a Ly 1) 


aux g fonctions inconnues 


He 8s 
des h variables indépendantes 
Te a) MRI her 


dont les seconds membres sont formés avec des composantes 


demeurant olotropes pour toutes les valeurs de ces quantités qui 
tombent dans les aires limitées 


(2) Su Se, 


(3) Sa, Sy, 


lant supposé passif, ce que nous ferons essentiellement jusqu’a 
mention contraire, nous avons établi dans le Chapitre X ces 


trois points fondamentaux dont les derniers sont de simples 
corollaires du premier. 
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I. Les valeurs initiales 
(4) Uo, 0, 
(5) ®o, Yo» 


ayant été chousies a volonté dans les aires (2), (3), il existe un 
groupe unique de séries entiéres en (x — 9), (VY —¥o), +++, 
aux rayons de convergence desquelles on peut assigner pour 
limites inférieures des quantités absolument indépendantes 
des positions des points (4), (5) dans les aires en question, 
joutssant de la double propriété que leurs sommes satisfont 
aux équations (1) et prennent les valeurs (4) pour 


x= 2X, Wa) 05 


ll. Ces premiers développements peuvent ensuite étre recom- 
mencés par cheminement, au moins dans toutes portions des 
aires (3), ou la marche de l’opération n’expose pas les sommes 
des séries a sortir des aires (2). 


III. En faisant donc varier, dans les aires données et de toutes 
les maniéres permises, le tracé des chemins et les valeurs des 
quantités initiales, on obtient toutes les intégrales ordinaires qui 
appartiennent aux équations proposées dans les limites consi- 
dérées. 

C’est l'ensemble de ces intégrales dont nous allons maintenant 
poursuivre l’étude; elles se présentent ainsi sous la forme de ce 
que nous ayons appelé des pseudo-fonctions oloides, dans le der- 
nier paragraphe du Chapitre VI. Une décomposition convenable 
des aires ot on les considére en fait de véritables fonctions olo- 
tropes qui sont douées de propriétés susceptibles d’énoncés précis, 
de démonstrations rigoureuses, et qu’il suffit ensuite de relier les 
unes aux autres par voie de cheminement pour apercevoir tout ce 
qui se passe. On ne peut se dispenser de procéder ainsi quand on 
se trouve en présence d’un cas particulier a discuter complétement; 
mais pour le faire sans descendre des généralités, il faudrait for- 
muler mille restrictions embarrassantes et donner aux énoncés une 
forme parfois inaccoutumée. Nous simplifierons donc beaucoup 
notre exposition en sacrifiant un peu de précision dans la forme, 
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ce qui d’ailleurs n’a pas au fond de bien sensibles inconvénients. 
En particulier, nous laisserons le nom de fonctions olotropes a des 
développements raccordés qui peuvent n’étre que des pseudo- 
fonctions, et nous n’insisterons pas sur la détermination exacte des 
limites entre lesquelles nos conclusions seront valables. 


382. Nous répétons que deux groupes dintégrales sont 
identiques, quand tls correspondent aux mémes données ini- 


tiales (302, III). 


383. Toutes les intégrales ordinaires des équations (1) sont 
données par des formules de la forme 


(6) U OUD, Vorcc 5 Cty Gener). 


OU les @ fonctions 0, 0; .-. TENJETMENt, OUR) ans teste 
nouvelles variables ou constantes arbitraires Cy, Cy, ..., Ce 
(209, IV), et joutssent des deux propriétés suivantes : 

Elles sont olotropes aussi longtemps que x, y, ... restent 
dans les aires (3) et que les valeurs attribuées simultanément 
aux constantes arbitraires maintiennent les leurs dans les 
aures (2). 

Pour toutes ces valeurs de ayy, 22.5 Gy, va Gay leurmacter- 
minant différentiel pris par rapport a Cy, Cy, ... Cy (306) 
reste essentiellement différent de zéro. 


I. Soient 2), Yo, ..- des valeurs particuliéres des variables 
choisies arbitrairement, mais une fois pour toutes, dans: les 
aires (3), et M, 0, ..., g nouvelles variables indépendantes dont 
nous assujettirons les valeurs a rester a l’intérieur d’aires 


(7) Su, Sv, 


égales a (2), c’est-a-dire qui coincideraient exactement avec ces 
derniéres, si l’on superposait 4 Oy, O,, ... les nouveaux axes 
et origines Oy, Oy, ..., et considérons les intégrales du systéme 
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proposé qui sont déterminées par les conditions initiales 


v= Lo, 
> 
(8) As Can, oe pour Wi Va, 


Ces fonctions satisfont éyidemment au systeme immédiat d’équa- 
tions différentielles partielles (w), aux fh variables principales z, 
Vy +++, aux g variables paramétriques U, 0, ..., dont on écrirait le 
Tableau en prolongeant celui du proposé, et par le bas, de g lignes 
correspondant a Ml, V, ... mais ne contenant que des cases vides; 
el, envisagées a ce point de vue, les conditions (8) réduisent leurs 
déterminations initiales aux variables paramétriques elles-mémes tt, 
v, ..., c’est-a-dire a des fonctions indéfiniment olotropes. 

Comme, en fait, le systéme (#) est identique au proposé, et qu’au 
nouveau point de vue d’ot nous l’envisageons, ses équations ne 
contiennent ni variables, ni dérivées paramétriques, les compo- 
santes de ses seconds membres sont olotropes pour toutes valeurs 
DOE) see, 2, 0,0. s AOmbant dans. les -aires-(3),-(2-),-eb pour 
toutes les valeurs imaginables de , 0, ...; il est passif pour les 
mémes raisons, de plus régulier, méme linéaire. En vertu du théo- 
réme dun? 366, ses intégrales 


== ON ER) So acon Wh Wy oau)y 


(9) 9 = 09(2, Vo vey My D, we) 


© eel rel a) 0) ©) 2/8) ip [6:"omwlleike?.en (9 U80e (4[ ene ce ne 


demeurent olotropes aussi longtemps que les valeurs de x, y, ..., 
u,v, ... restent a l’intérieur des aires (3), (7) et font rester celles 
correspondantes de wu, v, ... al’intérieur des aires (2). 

En d’autres termes, et en considérant maintenant le systeme 
proposé comme aux différentielles totales : celles de ses intégrales 
qui sont déterminées par les valeurs initiales WELES AG Vous: 
et variables u,v, ...sontles fonctions (9) dex, y,... et deces 
quantités N,V, ... souant maintenant le réle de constantes 
arbitraires, qui Jouissent de la premiére propriété énoncee. 


Il. Pour les valeurs dex, y,...,",0,... ci-dessus définies, 
le déterminant différentiel des fonctions (9) par rapport au, 
U,..., ne peut s’évanouir. 
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Ce point est évident quand = 29, Y=Jo, +++, Car les con- 
ditions (8) donnent 


DCA Pan noch iy 5 cones, 09 (Lo, Yo, = +) U,V, ... =D; 


et ce déterminant se réduit a 


i Onno 
O Tr 0 

=I, 
OO a1 


il reste ainsi a prouver qu il est vrai pour d’autres valeurs 2, 
Yi, +»»- des mémes variables. 
Posons 4a cet effet 


p Vo( 1, V1) ceo, I, VU), oS 
(10) Oo( By Vig-s ay De Daga) 8s 


et appelons 


e ie! © 0 6.8) oe 01>) Selle e oe s/c) el a)is/0 


les intégrales du systéme proposé qui se réduisent a wW’, v', ... en 
L14, 1, +++. En vertu de lobservation générale du n° 382, ces fonc- 
tions sont nécessairement identiques aux intégrales (g), puisque 
les unes et les autres satisfont aux mémes équations différen- 
tielles (1) et que pour 


X= 2X4, YH) 


elles prennent les mémes valeurs initiales (10). Elles se réduisent 
donc comme elles aU, ¥, ... pourr =a, y aay a Aras 
? M , 
En d’autres. termes, les fonctions composées de u,v, ... qu’on 
obtient en substituant les premiers membres des formules (10) 
au’, v’, ... dans les composantes 


01(%o, By. Song u', v', 50 5) 
(11) Csh Foy, desy Wont 5 vey )s 


Se) sie, 8) <6) 10) cw Je) bie e) wl ejte te! ai none let's ts) te 
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se réduisent respectivement a 


En prenant donc les déterminants différentiels par rapport a W, 
U,..., et ayant égard au théoréme du n° 306 dis, il vient facile- 


ment 
AN Ny = ihe 


ou A), désigne le déterminant des fonctions (1 1) par rapport a w’, 
v’, ..., et A, celui des fonctions (10) que nous avons en vue. Ce 
dernier ne peut donc étre nul, puisque ainsi son produit par Ai, ne 
Dest pas. 


IIl. Pour donner aux formules (g) la forme plus générale (6) de 
notre énoncé, il suffit évidemment d’y opérer un simple change- 
ment partiel de variables par les formules 


tte Al Cr) Con raretas Cree) 5 
(12) p= D(C,,.C,, ..+, Cg), 


ot U, BY, ... forment quelque groupe de fonctions des g con- 
stantes arbitraires C,, Cz, ..., Cg, jouissant de la propriété de 
rester olotropes dans certaines aires 


Sense eer Se 


d’y avoir, par rapport a C,, Cy, ..., Cg, un déterminant diffé- 
rentiel toujours non = 0, et de n’y prendre que des valeurs tom- 
bant toutes dans les aires (7). Car ainsi le déterminant diffé- 
rentiel des fonctions par rapport aux constantes arbitraires ne 
s’éyanouira jamais dans les limites considérées, puisquil est égal 
au produit de celui des fonctions (12) par celui des fonctions (9 ) 


pris par rapport au, v, ... (306 bis). 


IV. Non seulement, comme nous le savons actuellement, les 
formules (g) et par suite (6) ne donnent que des intégrales 
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ordinatres de systéme (1), mais encore elles les renferment 
toutes. 
Soit effectivement 


(13) WL V5. seh, ORLA ee 


un groupe quelconque de pareilles intégrales; il est évident que 
les fonctions (g) coincideront avec elles en prenant 


Ne VCH Tati & 00) N= OGRE My 200) oar 


puisque alors ces deux groupes de fonctions auronten 29,70, ---des 
valeurs iniliales numériquement égales chacune a chacune (382). 

Cette conclusion est néanmoins subordonnée a la condition 
essentielle que les fonctions (13) existent en Xo, Vo, +++ C est- 
a-dire que le cheminement ait pu s’opérer yusque-la en par- 
tant des valeurs initiales de x,y, ... qui ont servi a former 
leurs premiers développements, sans que leurs valeurs sortent 
des aires (2). Dans les cas habituels ces aires sont indéfinies, et 
cette restriction se trouve en fait inutile. C’est pourquoi nous 
avons laissée et la laisserons toujours dans l’ombre; mais il ne 
faut pas oublier qu’elle pourrait s’imposer. 


384. Les fonctions (6), qui, par un choix convenable des valeurs 
numériques des constantes arbitraires, donnent toutes les inté- 
grales ordinaires (mais non les autres), sont les intégrales géné- 
rales du systéme (1). Par opposition, on nomme souyent intégrales 
particuliéres, tel ou tel groupe déterminé d’intégrales ordinaires, 
obtenu par exemple en attribuant aux constantes arbitraires telle 
ou telle combinaison de valeurs numériques particuliéres. 

On fera coincider les intégrales générales avec un groupe donné 
d'intégrales particuliéres.w(a, y, ...), 9(@, Y,~..), --+, em ¥ 
attribuant aux constantes arbitraires les valeurs fournies par la 
résolution des équations (6) dans lesquelles on donneraaz, y, ... 
des valeurs. particuliéres. quelconques 2, 97, ..., & mu. 9,05). 
les valeurs, (a, 9 ;). =), O(@, Yjican)y 0% oyecan alonsulessinte= 
grales particuli¢res considérées et celles fournies par les for- 
mules (6) seront nécessairement identiques (382), puisqu’en 


al el se 
L=xXL,y=y', ... elles prennent les unes et les autres les 
mémes valeurs initiales, savoir u(2’, y’, ...), o(2', y/, .. ae 


© 166: 
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La résolution de ces équations numériques s’opére dans les con- 
ditions normales, parce que le déterminant différentiel de v, Cus 
par rapport aux inconnues ne s’évanouit pas (307). 

La forme (6) des intégrales générales déduite de la forme (9) 
que donne naturellement le développement en séries peut sembler 
artificielle et faire avec celle-ci double emploi. Nous avons da 
cependant la faire connaitre, parce que certains procédés dinté- 
gration (400 e¢ suiy. inf.) introduisent successivement des con- 
stantes arbitraires qui ne sont pas des valeurs simultanées des 
intégrales. Souvent d’ailleurs elle est plus commode. 


385. Comme l’existence d’intégrales singulitres ou exception- 
nelles est purement fortuite (380), comme Jeur recherche est bien 
plus facile que celle des intégrales ordinaires, on s’attache avant 
tout a la poursuite des intégrales générales dont la découverte 
équivaut a peu pres a l’intégration complete du systéme (1). 

Il est bon d’observer qu’elles pourraient étre mises sous telle 
forme ou la propriété fondamentale établie ci-dessus (383, IL, IL) 
ne s’étendrait pas a toutes les valeurs accessibles a x, v, ... et 
aux constantes arbitraires. Si par exemple on remplacait C, 
par C7, les formules (6) renfermeraient toujours toutes les inté- 
erales particuliéres (méme chaque groupe plus d’une fois), et, 
comme toutes les dérivées partielles de ces fonctions par rapport 
a C, s’évanouiraient toujours alors pour C, =o (valeur supposée 
accessible a cette constante), leur déterminant différentiel s’éva- 
nouirait aussi. Mais, outre qu’elles ne se présentent pas naturel- 
lement, les formes de cette espece se pretent fort mal au raison- 
nement, ef nous ne les considérerons gamais. 


386. Quand dans le systéme (1) les variables principales 2, 
4 a aa | if 
a sont accompagnées de variables paramétriques 2", y', ..., 
Z Nite 4 . . 
il y a a reproduire, a fort peu prés, les observations faites aux 
n°’ Q17 et suiv. pour le cas le plus simple de la question qui nous 
occupe. . . 
Notre systéme devient alors en réalité aux différentielles par- 
tielles; il est régulier et méme linéaire puisque les dérivées para- 
; . 
métriques des fonctions inconnues n’existent pas dans les seconds 


membres. Si donc les composantes des seconds membres sont des 


M. —I 2h 
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fonctions olotropes de 2, 7, «++, X,Y; +++) Uy 9, ++, Si les con- 
ditions de passivité sont encore satisfaites (elles ont évidemment la 
méme forme extérieure que si x’, y’, ... n’y figuraient pas), le 
théoréme du n° 363 est applicable. Le systéme considéré a donc 
des intégrales ordinaires ayant pour déterminations initiales 
telles fonctions olotropes de x', y',... qwilaura plu de choir, 
et les développements de ces intégrales pourront étre recom- 
mencés par cheminement, ausst longtemps que les valeurs de x, 
+++, 2,7, +. et les valeurs correspondantes des intégrales 
elles-mémes resteront dans les aires ou les composantes des 
seconds membres sont olotropes. 

Toutes ces intégrales sont renfermées dans des intégrales gé- 
nérales, ayant la forme et les propriétés des fonctions (6), a cela 
prés que les variables paramétriques a’, y’, ... y figurent expli- 
citement a cétlé des principales xz, vy, ..., et que les lettres C,, 
C,, ..., Cy désignent maintenant, non plus des quantités indé- 
pendantes de toutes les variables, mais des fonctions arbitraires 
(olotropes) des seules variables paramétriques 2’, y’, 

Dans les circonstances courantes, cette présence de paramétres 
ne complique pas sensiblement l’intégration. 


387. Quand il y a plus d’une variable indépendante, un frac- 
tionnement tout semblable 4 celui du n° 249 pour le calcul des 
intégrales indéfinies peut étre opéré dans Vintégration des équa- 
uns différentielles totales quelconques (1). 

Formons deux Tableaux partiels ('c), ("7), avec les lignes du Ta- 
bleau (1) qui correspondent, les unes aux ‘h variables 'x, 'y, ..., 

ag bs I 
les autres aux "h autres variables"x,"y, ... (h+"h =h). Comme 
les fonctions inconnues doivent en particulier satisfaire aux équa- 
uons (‘c), elles sont nécessairement des formes 


a7 / a 
U>=VCL, Py oo+) DV, Yy 02-5 Cty Co, «.., Ce), 


(14) POUT Y, Seatac, sean CenaiCae Sees 


A ! en . = 
OU "Cy, “Co, «+, "Cg désignent des constantes arbitraires par rap- 
port aux variables principales'x,'y,..., cest-a-dire des fonc- 
: oe ee 4 2 
tions arbitraires des variables"x,"y, «.. seulement devenues 
temporairement paramétriques (386). 
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Les expressions (14) ayant été obtenues par Vintégration du 
systéme partiel (’c), il ne reste plus qu’a déterminer les con- 
stantes arbitraires de maniére qu’elles satisfassent aussi aux équa- 
tions ("c). Leur substitution dans la premiére ligne de ce second 
systeme donne les 9 conditions 


av Oy Cha So Rae - 
~ i " uv ” ‘ 
AE Sida Wie CLG pi aie Oy Mace OR A Ceuta) 


Ca 


"| 
O"2 aC, d'x eS 8/8 


! 
T 


linéaires en 
ds Cee CG Ol Ox 
SS | Hayy ONO ere 
a"a al GR d"x’ 


qui peuvent étre résolues par rapport a ces dérivées, parce que 
Je déterminant de leurs coefficients est précisément le déterminant 
différentiel des fonctions (14) par rapport a "c,, "cx, ..., "Cg, 
lequel reste différent de zéro aussi longtemps que ces mémes 
expressions (14) représentent des intégrales ordinaires des équa- 
tions (‘c) (383). Les mémes opérations, exécutées avec les expres- 
sions dont il s’agit et les autres lignes du systéme ("c) considérées 
successivement, conduisent a des formules qui, jointes aux précé- 
dentes, forment un systéme immédiat ("s), a g colonnes et "h lignes 
seulement; il suffit de lintégrer pour obtenir "c,, "C2, .-., "Cg en 
fonctions de"xz,"y, ... et de g constantes arbitraires véritables C,, 
Cz,. ., Cy (c’est-a-dire indépendantes tant de'x,'y, ... que de"z, 
"y, ...). On portera ensuite ces expressions de "c,, "co, ..., "Cg 
dans les formules (14) qui donneront alors les intégrales générales 
du systéme proposé (1). 

D’ailleurs les conditions de passivité du systeme proposé (1) 
assurent, les unes la passivité du systéme ('c), les autres la dispa- 
rition de'«x,'y,... des seconds membres des équations ("s), les 
autres enfin la passivité de ce dernier systéme. La démonstra- 
tion est semblable a celle du n° 219, sauf une plus grande com- 
plication des calculs. Nous ]a supprimons pour abréger. 


ee : : 
388. On peut évidemment pousser le fractionnement Jusqu au 
point de n’avoir jamais a intégrer a la fois que g equations 
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différentielles entre g fonctions inconnues d'une méme variable 
principale éventuellement accompagnée de paramétres. 

On nomme équations dilférentielles ordinatres celles qui com- 
posent un systéme de cette sorte, et qui ne peuvent plus bénéficier 
de la décomposition dont il s’agit. Ce sont celles que l’on ren- 
contre le plus souvent, et dont on s’occupe le plus volontiers a 
cause de leur simplicité relative. Mais, en théorie, rien ne les 
sépare des systémes passifs d’équations différentielles totales a 
plusieurs variables principales; et nous ne gagnerions rien a les 
considérer exclusivement, comme on a cependant l’habitude de le 
faire. 


Equations intégrales. 


389. En conservant les notations du paragraphe précédent dont 
nous suivrons le numérotage jusqu’a la fin de ce Chapitre, nous 
allons étudier des relations finies d’une nature spéciale, entre les 
intégrales ordinaires du systéme (1) et des constantes arbitraires 
en nombres variés. Nous obtiendrons ainsi des résultats d’un trés 
grand intérét, soit en eux-mémes, soit parce qu’ils conduisent a un 
fractionnement de lintégration (396, in/.), consistant en quelque 
sorte 4 décomposer le systeéme proposé en groupes de colonnes, au 
lieu de le diviser en groupes de lignes, comme nous l’avons fait 
ci-dessus (387). 

Nous appellerons éqguations intégrales de rang k tout systeme 


de k (£ g) relations finies entre x,y, ...,u,”,... et k constantes 
arbitraires C,, Cy, ..., Cy, 


(15) ee Ae ea OCONEE OMRON EF Gin GS adie 


jouissant des trois propriétés suivantes : 


° ° b, x ) * Lf 

1° La substitution au, %, +... aun groupe d’intégrales 
ordinaires choist & volonté les transforme toutes en des iden- 
lités en L,Y, +++, moyennant Vattribution simultanée a Cy, 
Cy, ..., Cx de valeurs numériques correspondantes convena- 
blement choisies. 

Pe) n * * . 

2° Pour toutes valeurs de x, y, ... tombant dans les limites 


CHAPITRE XIII. — THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES TOTALES. 373 


ou les intégrales d’un méme groupe déterminé demeurent 
olotropes, pour des valeurs de u, 9, ... égales aux valeurs 
correspondantes de ces intégrales, enfin, pour les valeurs 
numériques des constantes arbitraires quit conviennent a ce 
groupe (1°), leurs premiers membres restent fonctions olo- 
(OVC Cy Vans Uy Vy wna ys Gay «vas Ge Corsiderdes 
comme h+ g--k variables indépendantes, et leur déetermi- 
nant différentiel pris par rapport a C,, Cy, ..., Cx ne s’éva- 
noult jamais. 

3° Il existe au moins un groupe de k des g quantités u, 
~, .+-, par rapport auxquelles le déterminant différentiel des 
mémes premiers membres ne s’évanouit jamais non plus dans 
les circonstances ci-dessus définies (2°). 


390. On obtient par exemple des équations intégrales de rang k, 
en associant & quelconques, les premicres pour fixer les idées, 
des équations 


ones] s.ie" S\(6.lale'0"0..0).0/10)/6) 10) ‘ell ei Salle) ipuienterie: (api, e601) 8) oe) 


Cy, =e (Bey PA) ong UAB 0.00) == Oe 
(16) 


obtenues en résolvant les formules (6) par rapport aux constantes 
arbitraires. Car la premiére condition est évidemment satisfaile, et 
la deuxiéme aussi, puisque le déterminant différentiel des premiers 
membres par rapport a C,, Cy, ..., Cy se réduit a 


Ly) oO 
OF 10) 

= J 
Oo Oo I 


Relativement ala troisiéme, observons que les déterminants dif- 
férentiels de T,, 2, ...I,%, par rapport aux diverses combinaisons 
de k des g quantités uw, 9, ..., ne peuvent tous s’évanouir; car au- 
trement celui deT,, To, ..., Va, Taga, «++, Vg, pris par rapport a 
ces g quantités, s’évanouirait aussi, puisqu’il peut étre mis sous 


374 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


forme d’une fonction linéaire et homogéne des premiers. Or c’est 
impossible; car les fonctions ' provenant de l'inversion du systeme 
des fonctions v, 9, ..., leur déterminant différentiel est Pinverse 
arithmétique de celui de ces fonctions pris par rapport a Lo 
Ca, st to, (00). 

Mais l’utilité que présente la considération des équations de ce 
genre dans la pratique des intégrations se rattac le A un mode de 
eénération absolument différent (400 e¢ swiv. iny.). 


391. Voici les premiéres conséquences de cette définition. 


I. La résolution des équations (15) par rapport a C,, 
Cy, ..., Cy fournit ces quantités en fonctions olotropes de x, 
Vy oss, U; 9, 2. . (80T) (389, 2°); etal serait facile de preuver 
que les déterminants différentiels de ces fonctions par rapport 
ak quelconques des quantités u, 9, ... ne sont pas tous tdenti- 
quement nuls, par suite (314), gu’aucune d’elles ne peut étre 
une fonction composée des autres. 


II. St dans ces expressions de Cy, Cz, ..., Cx on substitue 
a@u, 0, ..+ quelque groupe d’intégrales ordinaires des 
équations (1), elles deviennent des quantités indépendantes 
dE LV sae 

Les valeurs numériques de ces quantités sont précisément celles 
qu il faut attribuer aux constantes arbitraires pour que les équa- 
lions intégrales (15) soient satisfaites par les fonctions intégrales 
du groupe dontil s’agit. Pour les obtenir, il suffit ainsi de résoudre 
les équations (15), aprés y avoir donné a x, y, ... des valeurs 
particulicres quelconques a’, y’, ..., au, ¢, ... les valeurs cor- 
respondantes w’, o', ... des intégrales dont il s’agit. 


Ul. La résolution des équations (15), par rapport a un 
groupe au moins dek des quantités u,v, ..., les fournit, expri- 
mées en fonctions olotropes des g —k autres, de x,y, ... et 


de G,, Cy, uae C. (O07 ceoess 


IV. Sion avait k= g, on trougerait ainsi des fonctions 
de wt, Y, «++, Cy, Cy, «.., Cx, seulement, identifiables avec un 
ae Die Lor ye ie ‘ BS i 
groupe quelconque d’intégrales ordinaires, c’est-a-dire les 
fonctions intégrales générales; car on prouverait facilement 


a 
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que leur déterminant différentiel par rapport 4 C,, Cy, ..., Cy ne 
s’évanouit pas dans les circonstances considérées. 

On donne alors aux équations (15) le nom d@’éguations inté- 
grales générales; leur connaissance équivaut en effet a celle de 
ces fonctions, parce qu’on fait ordinairement abstraction des diffi- 
cultés que leur résolution peut offrir. 


VE 
=o 
| Tye = QO, 
2 =0, 


QT 7pG) = 0; 


sont 7 systémes de k', k", ..., k') Equations intégrales de ces 
divers rangs respectivement (k’+k"+-...+k9=kS g), tels 
quil existe k des quantités u,, ... par rapport auxquelles 
le déterminant différentiel de tous les premiers membres de 
ces k équations ne s’évanoutt pas, leur association indistincte 
donne un systéme d’équations intégrales de rang k. 

Les points (1°) et (3°) de la définition du n° 389 sont satisfaits 
par hypothése; l’autre l’est également, car on verra sans peine que 
le déterminant différentiel des £ premiers membres par rapport 
aux é constantes arbitraires qu ils contiennent au total, se réduit, 
a cause de la présence de beaucoup d’éléments nuls, au produit 
des 7 déterminants différentiels des premiers membres de chacun 
des 7 systémes donnés, pris successivement par rapport aux 7 
groupes de k’, k", ... et kV) constantes arbitraires que ces sys- 
temes contiennent respectivement. Par hypothése d’ailleurs, aucun 
de ces déterminants d’ordres fk’, k", ..., k\) ne peut s’évanouir. 


VI. Si, en adjoignant a un systéme d’équations intégrales 


de rang k, mis sous la forme 


Wilby Pe seey Uy V, 7) CE — 0, 
DGB; 2-3 UW; 0, oe, ) — Og 0, 
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une Equation intégrale premiere de la méme forme 
DCL Nj. a5 Uy Veo el ero) 


on nobtient pas un systeme de rang k +1, la fonction T est 
certainement composée des autres V,, V2, ..., Ve. 


Le déterminant différentiel des premiers membres de ces k +1 
équations par rapport 4 C,, Cy, ..., Cx, Gn’étant pas idenuque- 
ment nul, puisqu’il se réduit & (—1)**', leurs déterminants diffé- 
renuels par rapport ak +1 quelconques des quantilés wu, ¢, .-- 
le sont tous, car autrement (V) ces équations formeraient un sys- 
teme de rang k-+1; mais, comme ceux des premiers membres 
des & premiéres par rapport a k quelconques des mémes quanutés 
sont supposés ne pas tous l’étre, on a cerlainement 


PSA Ts es ee eee 


ot. & désigne quelque composante (316). 

Maintenant, la substitution au, v, ... de celles des fonctions 
intégrales du systéme (1) qui donnentaT,, Ts, ..., Px les valeurs 
constantes C,, C,,...., Gy, réduit aussi par hypothése I a une cer- 


laine constante C; on a donc, quelles que soient z, y, ..., 


£G OS eCieey ee es 
dou, quelles que soient en outre C,, Cy, ... Cy, les identités 


AS igs Coy ore ois |G Bigs V6 tee) df 
= = 50 =O, 


dz dy 


montrant qu’a tre explicite, x, yv, ... entraient en apparence 
seulement dans la fonction composée $(T,, To, ..., Tx, 2,7, -.-)- 


392. Si, en traitant u, v, ... comme des fonctions simples 
indéterminées de x,y, ..., on différentie par rapport a4 Vune 
de ces variables, x pour fixer les idées, le premier membre 


LBs soul ys avoss Cay) Ga, ae Or) 


de Vune quelconque des équations (15), et qu’ensuite on sub- 
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- x ’ a | . 
stitwe @Q,, Cy,..., Cx leurs expressions en x, y, «++, Uy %, - 


ae: ; ; : ; ; x Oh Oe 
fournies par la résolution de ces equations, puis a— 


Fe 
les seconds membres des équations de la ligne (x) du Ta- 
bleau (1), on obtient une fonction de x, Vy, ..., Uy 0, «+. qui, 
dans les aires (3) (2), est nulle identiquement, c’est-a-dire 
pour toutes les valeurs de ces quantités considérées comme h+ g 
variables indépendantes. 


Soient 
(17) LE MV etait eller Or. 


un systéme particulier quelconque de pareilles valeurs de ces 
quantités, puis 


les valeurs fournies pour les constantes arbitraires, par les équa- 
tions (15), quand on y donne 4 z, y, ..., u, 9, ... les valeurs 
particuliéres (17), et nommons maintenant u, 9, ... les inté- 
grales ordinaires des équations différentielles (1), déterminées par 
les conditions initiales 


(18) UU Vi OP Stee POU yi 


©: 2 bel eens: 


’ 


Par définition, on a, quelles que soient x, y, .--, 
Wey al. ly Ope ores Vay Da, xe oy Le) 0, 
’ ‘ ~ L ha bY) 
d’ou, en différentiant par rapport a z, 


ol ol du | ol dey 
Ox ‘ du dx 0g dx 


Mais, comme les intégrales u, 9, ... salisfont aux équations de 
la ligne (x) du Tableau (1), il vient aussi, toujours quelles que 


solent. 2, V7, ++ <5 


! ! r 1 eee! 
QD) tg ey Oy saa g Y> ween Oye) 10, 
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en appelant © la fonction composée AE Bey ees 


OL Cao, a e5 Wy ©) - ss Leo epee eee 


Ox - 
iT 
+ sa WPS oo ag Wey thy coo SE i Vat... 


En posant dans cette relation 2 = 2’, y=y’, ..-, elle donne 


donc a cause des conditions (18), 
O(a" Hf ycesn WPS wey O56 ees: Sole oes 


Or le premier membre de cette derniére est évidemment la 
‘valeur que prend la fonction de x, vy, ..., U, %, -.- dont nous 
voulons démontrer Ia nullité identique, quand on attribue a 
ses h-+ g variables les valeurs particuliéres quelconques (17). 


393. Quand k= g, cest-a-dire quand il s’agit d’équations 
du av 
dx’ dx’ 
tirées de ces équations différentiées par rapport a x, 


intégrales générales (391, IV), les expressions de “> 


ol, Oly du ol, dv 5 

| de On ae dv dx ae 

CCP Sees canbeicc5 6 otco cms as ac four A 
| ) ie Ole du OIlg dv at 

\ Ox dude e eeuden ose 


coincident avec les seconds membres de la ligne (x) du Ta- 
bleau (1), apres la substitution a Cy, Cy, ..., Cg, de leurs expres- 
SUONS EN X,Y, «++, Uy 0, ».. fournies par la résolution de ces 
equations intégrales. 


Les équations (19) constituent un systeme linéaire, complet et 


1é ae du dv 3 . 
determiné, entre =» 7» ---; elles sont effectivement en méme 


nombre g, et le déterminant des coefficients de ces dérivées ne 
peut s’évanouir, puisqu’il est précisément le déterminant différen- 
tele: Ll. wars I, par rapport au, ¢, ... (389, 3°). De méme 
évidemment, pour ce que deviennent ces équations aprés |’élimi- 


> 
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nation de C,, C,, ..., Gy, 


es siete, 
On| | ou liae Oe” 


| ly] , [alg] du | 
Poel won las soos 


Or (392) toutes ces derniéres deviennent des identités en r, 
dy 


; du 
Yo +++) Uy 0, «++, quand on y remplace pte ion od ely AEs 
T , e. , 
V,, ...- Done leur résolution donnera forcément 
a U do Vv ; 
ey ge lg ee 


c’est précisément ce qu'il fallait prouver. 


394. Si donc on élimine les constantes arbitraires aprés avoir 
différenuié les équations intégrales générales par rapport a 2, 
VY, ++. successivement, on obtient des équations dont la résolu- 
tion par rapport aux diyerses dérivées des fonctions intégrales 
fait retomber sur les divers seconds membres du systéme (1). 

C’est la une corrélation inverse trés importante entre les équa- 
tions intégrales générales et le systeme immédiat des équations 
différentielles totales d’ou elles proviennent par intégration. On 
lexprime habituellement en disant que la différentiation des 
équations intégrales générales et V’élimination posterieure des 
constantes arbitratres reproduisent le systéme des équations 
différentielles primitives (ou du moins un systéme equivalent). 


395. En substituant les équations intégrales (15) de rang k 
aux hk équations différentielles du Tableau (1), dont les 
colonnes correspondent ak fonctions tnconnues par rapport 
auazquelles le déterminant différentiel des premiers mem- 
bres \,, ..., I, ne s évanoutt pas, on obtient un systeme 
miate (316, V) ayant mémes intégrales (ordinaires) que le 


proposé. 


Pour fixer les idées et pour abréger, supposons h=1,h= 2, 
et raisonnons simplement sur les équations différentielles ordi- 
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naires (388) 


lu dv dw ds 
(20) [= Ula, u, % #, 8, +), — =V, SPs —— == 9; a 


admettant les équations intégrales secondes, 


I, (2, U,V, WP, Sy eee, Cy, (Ors) ==), 


o HG@ay We PaCS ou ay Cry Op == oe 

En supposant que le couple w, » soit un de ceux par rapport 
auxquels le déterminant différentiel de I,, I, ne s’évanowit 
pas (389, 3°), il suffit de prouver que les intégrales du systéme 
mixte formé par les équations finies (21) et les g — 2 derniéres 
équations (20) appartiennent au proposé; car, par définition, et 
sauf l’attribution de valeurs convenables 4 C,, C3, toutes celles 
du proposé vérifient ces équations finies (21). 

Les intégrales dont il s’agit satisfont évidemment aux équations 
différentielles 


Ol, Ol, | du ol,] de | | ol al, | x 
Faeks soba Fake a S-+...=50, 


obtenues en différentiant les équations (21), éliminant les con- 


stantes au moyen de ces équations elles-mémes, et substituant 


5 Ch OS 


a ——» —» --- les seconds membres des 2 — 2 derniéres équa- 
dx da = 


5 ’ F a al 
tions (20). Or, comme au n° 393 la résolution par rapport a“, 
) P pp 


dx 
dy A : ipheee 5 
oF de ces équations linéaires ne peut manquer de faire retrou- 


ver U, V; car, d’une part, le déterminant des coefficients de ces 
dérivées est essentiellement différent de zéro; d’autre part (392), 


‘ 6 ees d 5 SF 
la substitution de U, Va — a donne des identités en 2, wu, 9, 


, s,.... Les intégrales en question satisfont donc bien aussi aux 
deux premiéres équations (20). 


396. Pour intégrer le systéme (1) quand on a des équations, 
intégrales de rang f, il suffit donc (376, V) de résoudre celles-ci 


a 
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par rapport a & fonctions inconnues conyenablement choisies, de 
porter leurs expressions ainsi trouvées au moyen de a, y, .-., 
de C,, Cy, ..., Cx et des ¢ — k autres fonctions inconnues, dans 
celles des équations (1) qui ont pour premiers membres les 
dérivées de ces derniéres, puis d’intégrer ce nouveau systéme 
de (g —k)h équations différentielles totales a g —k fonctions 
inconnues seulement, des variables principales 7, y, ... et para- 


metrrques: Ci) Gs, .<. Cg: 


397. Toutes choses égales d’ailleurs, la difficulté d’intégrer des 
équations différentielles totales se mesure par la grandeur du 
nombre g des fonctions inconnues. Dans la pratique des ques- 
tions de ce genre, et quoique cette autre difficulté puisse devenir 
fort grande, on néglige celle de résoudre des équations finies, 
parce qu’elles sont infiniment plus maniables que des équations 
différentielles, et qu’habituellement elles s’éloignent peu de types 
bien connus. 


La connaissance d’équations intégrales formant des sys- 
témes distincts (391, V) constitue donc, relativement a Vinte- 
gration compléte des équations différentielles (1), un progres 
mesuré en importance par la somme k de leurs rangs. 


Aussi, toutes les fois que les circonstances permettent d’aper- 
cevoir quelque sysléme d’équations intégrales, on s’empresse de 
les substituer aux colonnes du Tableau (1) qu’elles peuvent rem- 
placer. En général, la découverte d’un pareil systéme s’effectue 
par celle d’équations intégrales premiéres qu’on obtient isolé- 
ment, comme nous allons l’expliquer, et qu’on associe ensuite 
conformément aux indications de l’alinéa V du n° 391. 


398. Voici encore une observation a retenir. La connaissance 
dune simple équation intégrale du systéme (1), c’est-a-dire 
dune relation entre les intégrales ordinaires d’un méme groupe 
particulier, peut conduire a la découverte de plusieurs autres. 

Pour fixer les idées, supposons que certaines intégrales des 
équations différentielles ordinaires (20) satisfassent a l’équation 


finie comnue 


(ps UGB, Ey O, 005) OF 
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elles satisferont évidemment aussi aux équations finies en nombre 


illimité 
Sele AI. Olean * 
Cd ae aise Us ae ere W+...=0, 
iene) 20a 
J ae Be; U = Het relist cirenieral lato teaienatielisipat susie ie =0, 


CE TIE ONORCE CH CHONG MoGL GEC Oe OmCRON CeO oh rht) OMe tere Oo Oo creo coy. 


qui se déduisent de la premiére, puis les unes des autres successi- 
vement, suivant une loi évidente. 

Toutes ces nouvelles équations peuvent sans doute se réduire 
la proposée; mais il peut parfaitement arriver aussi que les k — 1 
premiéres (4 > 1) forment avec celle-ci un systéme de k équations 
résolubles par rapport a k des inconnues u, 9, .... La recherche 
des intégrales: dont il s’agit est alors ramenée a l’intégration 
d’équations différentielles 4 g—k fonctions inconnues seule- 
ment (395), Et méme si k= g (on ne peut évidemment avoir 
k > g), toute intégration ultérieure serait supprimée. 

Quand |’équation (22) contient des constantes arbitraires, cette 
méthode permet de lui en adjoindre de semblables complétant 
avec elle un systéme d’équations intégrales de rang plus ou moins 
élevé. Mais nous ne pouvons pas insister davantage. 


Multiplicateurs intégrants. 


399. Il existe quelque systéme de g multiplicateurs 
(@s)) MDS VS Ges abn 09 tA) me ene 


fonctions olotropes de x, y, 3, ..-, U, 0, «.. non toutes iden- 
tiquement nulles, Jouissant de cette propriété que les h fonc- 
tions composées différentielles 


du dv 
d Ae — Uz — pVae— os 

(24) > du dy 
Ty ae —)hUy—pVy — ‘ 


obtenues en sommant dans les diverses lignes du Tableau (1) 
les produits par d, p, ... des exces des premiers membres sur 
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les seconds, soient les dérivées premicres par TOPPOR EOD Van. 


dune méme fonction composée finie de u, °, ... considérées 
comme fonctions simples indéterminées. 


On en obtient effectivement de semblables en prenant 


‘2 or mes 
sine? ae? 40 06 


(25) 


ou I désigne une quelconque des fonctions de x, y, ..., U, 0, ... 
qui figurent dans les relations (16) provenant de la résolution des 
formules (6) par rapport aux constantes arbitraires. Car, l’équa- 
tion correspondante 


(26) (Rye ants Lh Wh Goo) — Cas) 


étant une intégrale premiére, sa différentiation par rapport a 2, 


er : ; Ghd. ahs: 
par exemple suivie de la substitution 4 —, — 
2 dx’ dz 


membres des équations de la premiére ligne du Tableau (1), donne, 


» +++ des seconds 


amellos quersO1ent 25 Vo «= 15,05, 0,» «1-4 


or or —. or or 
(27) Ont ea at Gee ae 
d’ot : 
f if 
—\Uz— pVe—..-= ie 


moyennant quoi et les formules (25), la premiére des expressions 
(24) se réduit a 


FT a, 4; Seog Van ooo) y 


u, ¢, .-. désignant ici des fonctions simples indéterminées de z, 
y, -+-3 et de méme pour les autres expressions (24). 

Nous n’avons rien eu a substituer a la constante arbitraire, parce 
que la différentiation de Péquation (26) la fait disparaitre. 

Remarquons encore que cette équation (26) n’est pas autre 
chose qu’une intégrale premiére résolue par rapport a sa constante 
arbitraire, et qu’ainsi on arrivera aux mémes conclusions, en 
prenant pour V Vexpression d’une constante arbitraire au 
moyen de 2, Y, «++, U, 0, +++, lirée d’une équation intégrale 
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premiére quelconque [ou méme d’un systéme de rang quel- 
conque, résolu par rapport aux constantes (391, 1)]. 


400. Réciproquement, st les multiplicateurs (23) rendent 
les expressions (24) dérivées exactes par rapport @ XL, Y, +++; 
d’une méme fonction composée T(a, y, +++) U, %, +++) des 
fonctions simples indéterminées u,v, ..., Véquation (26) est 
une intégrale premicre du systéme proposé (1). 


Car la substitution d’un groupe quelconque d’intégrales ordi- 
naires 4 wu, », ... dans les expressions (24) donne quelles que 
SOLON clgifgue® on 


du \ dy d 

Nee Uz) T u( Ve) + =o=> mE Dita > Uy Y, ‘, \s 
du dy 

i Uy) t (SZ —Vy)+ =o=> A (GR Dk Ne 


Oo 88! Tie). feifaryain) ©) iw ie We ‘eo <6: eit [ofiey $10) {v0 = Ks \eleits ere. wane. olla 6 1s1bj 10) Se slik) eye) Sp Reloe omen cia T Vitel Mem Usa 


Cette substitution rend donc identiquement nulles toutes les dé- 
rivées premicres de la fonction composée dontils’agit, d’ot: (193), 
et en appelant C quelque quantité indépendante de x, y, ..., 


TER aps ell One ate) a Cre 


Les conditions (2°), (3°) de la définition du n° 389 sont d’ailleurs 
remplies; car la dérivée par rapport 4 C du premier membre de 
l'équation (26) se réduit 4 — 1 (non = 0), et celles prises par rap- 
port aw, ¢,... sont précisément les multiplicateurs (23) supposés 
non tous identiquement nuls. 


AQ1. En raisonnant de la méme maniére, on trouve cette pto- 
position plus générale : 


St les k(S g) systémes de multiplicateurs 


M1, 1, +5 
Nes Pa, ; 
Kay es wantin 


sont distinets, c’est-a-dire si les déterminants des diverses com- 
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binaisons k a k des colonnes de leur Tableau ne sont pas tous 
tdentiquement nuls, les Equations finies correspondantes 


constituent un systéme d’équations intégrales de rang k. 


Quand k= g, on a les équations intégrales générales. 


402. Ainsi done, le caleul des intégrales peut s‘opérer : 1° en 
cherchant g systémes distincts de multiplicateurs intégrants; 2° en 
égalant a ¢ constantes arbitraires des déterminations particuliéres 


Ges eumrceralesandéinies (2 =21,°8.) 2. 2) 
(28) \ S(Ardu + pido —...—(h: Ue + piVa +...)dx 
‘ ( — (A; Uy + piVy+...)dy —...], 


aux variables uw, 7, ..., 2, y,..~ (208 et suiv.). 

On apercoit quelquefois des multiplicateurs intégrants; mais, 
pour les découvrir quand on n’en connait point, on ne posséde 
aucune méthode préférable a tout autre procédé d’intégration du 
systeme (1). Les conditions d’intégrabilité (doc. ezt.) de la diffé- 
rentielle totale ci-dessus 


dy; dy. dh; = d ; ; ‘ 
We an? At Wea ae et ee) 


eS SP (ee [ay : Eye * 
(s NE : ) équations différentielles par- 
Pas 


constituent bien 


tielles du premier ordre, auxquelles doivent satisfaire );, wz, 
considérés naturellement comme fonctions inconnues des variables 
indépendantes x, y, ..-, U, ¥, ---; mais leur intégration n’est 
pas plus facile que celle du systéme proposé (1). C’est, au contraire, 
a Vintégration d’équations différentielles totales qu’on s’efforce 
toujours de ramener en derniére analyse celle des équations diffé- 
rentielles partielles. 

Quand les multiplicateurs ont pu étre découverts, il reste 
encore a exécuter des quadratures (223 bis); l’opération a fait 
néanmoins de grands progrés, car il est bien plus facile d’étudier 


M. — I. 25 
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une fonction dont on a toutes les dérivées premieres que des 
fonctions connues seulement par des équations différentielles de 
la forme (1), ow elles sont mélées aux variables. 

Quoi qu'il en soit, cette méthode des multiplicateurs est appli- 
quée chaque fois que les circonstances le permettent. On VPemploie 
pour ainsi dire exclusivement quand il s’agit de prouver que des 
équations différentielles totales données ont pour intégrales géné- 


rales des équations connues. 


403. Voici encore quelques points a noter. 


I. Il existe certainement g systémes distincts de multipli- 


cateurs. 
On en obtient effectivement de tels, en prenant les g systémes 
de dérivées premiéres par rapport a uw, v, ... des fonctions T,, 


Vee og Deu OU; 


Il. £n les représentant par 


[May «Bay 
(29) ye ee 
| he Mg, +275 
tout autre systeme 
ee) Xo, Y-0>5 


de multiplicateurs intégrants est de la forme 


OQ OQ 02 OQ 
3 d = i NS) 6) a ve — { Z = 
( () 0 ory Ne ors i ; 0 ory et t ors -2 iratenteh et sis ish 
ow Q(T), Ta, ..., Tg) désigne quelque fonction composée deT,, 
Lea extoctyal ae 
“ o 


Si Pon nomme Ty une détermination de ce que devient Vinté- 
grale indéfinie (28) quand on y attribue indice o a2, u, ..., 
oe 4 ‘ 
les g +1 groupes de relations 


or; d or; 
ay A ape gee 
or; ol; 
On Ushi — Vari ay sa Uy hg ae Vi Up as 5 
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OuUL=I1, 2,..., g, 0 montrent que les déterminants différentiels 
des fonctions 


Cs Yet ae ws Ly et) 


Doe ea deste) 


Sr Coca aA eee 


Lig Tene Vis ea monet) Oates 


par rapport a g +1 quelconques des variables 7, y,...,u,¢,...- 

sont tous identiquement nuls. Comme celui des g premieres par 

rapport aw, ¢, ... ne l’est pas, la derniére Ty en est une certaine 

fonction composée Q(T,, Pa, ..., Pz) (314). On en conclut bien 
dV, 02 dT, ; 02 a¥s ; dQ 5 JQ ~ 


= — = - + i. oe A, A 
du OV, du OV, du Die 7 ie 


III. Inversement, sil’on connait les g +1 systemes (29) (30) de 
multiplicateurs dont les g premiers sont distincts, la résolution 


5 
oe AS 02 00 ao 
des équations linéaires (31) donnera pour —» ——; +++, —— cer- 
erry or,” oF. ov, 
fames fonctions ¥;, Y2; ---, Yg de 2-7, ---,U, ¥,+.., que la 


substitution aw, ¢, ... d’intégrales ordinaires quelconques des 
équations proposées (1) transformera comme T,, Ts, ..., Tg en 
des constantes. Effectivement ces dérivées 


ety ie, Soi e Or(Pa Te). eey Tgp 3 


sont aussi, comme ®, des fonctions composées deT,,T,, ..., Tyg. 
4n appelant done ¢, ¢2, ---, Cg des constantes arbitraires, cha- 
cune des Equations 


Ve (ls Vs Sern rere yt OF 


Yo(@, Y3 ne uite. Vu aate)=— Cy == Or 


est une intégrale premiere du systéme (1), et Vassociation de 
toutes fournira d'une autre maniére les équations intégrales 
générales, si toutefots aucune des fonctions ¥4, Y2, +++ Yg ne se 
réduit a une fonction composée des autres (391, V1). 


IV. Dans le n° 399 nous avons constaté accidentellement que 


388 PREMINRE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


toute fonction I, c’est-a-dire, au fond, toute fonctionde x, y,.--, 
u,v, .+. dont Végalisation a une constante arbitraire donne 
une intégrale premiere, satisfait au systeme immédiat linéaire 
d équations différentielles partielles 


av dV av 
Oe Uz du Ve AS ee 
dv dv dV 
a Ve du Mes de é 


aux h variables principales x,y, ...et aux g variables para- 
MELTIGUES U, V, «+> 

Cette remarque ne nous est pas actuellement utile, mais, comme 
nous le verrons dans la troisiéme Partie de cet Ouvrage, elle sert 
de fondement essentiel 4 la méthode d’intégration des équations 
de cette forme. 


Observations complémentaires diverses. 


404. Nous rassemblons dans ce paragraphe final des remarques 
utiles qui ne s’enchainent pas, mais que nous ne saurions of mieux 
placer ailleurs. 

Les équations différentielles (i) font connaitre a priori les 
valeurs correspondantes des variables et des intégrales ordi- 
naires dans les phases critiques de celles-ci (146). En vertu du 
théoréme fondamental du n° 304 que nous avons rappelé au com- 
mencement de ce Chapitre, ce sont évidemment les systémes de 
valeurs de x, y, --., U, %, .-., soit infinies en tout ou en partie, 
soit singuli¢res pour un ou plusieurs des seconds membres des 
équations proposées. 

Dans le premier cas, on a habituellement intérét a regarder ce 
qui se passe, au moyen d’un changement de variables (324 e¢ suiv.), 
consistant a prendre pour nouvelles variables ou fonctions incon- 
nues les inverses arithméuques (alors infiniment petites) de celles 
qui sont infinies (Cf. 148). 

Dans le second cas, on peut étre obligé de procéder par étude 
directe de ce que deviennent les développements normaux des 
intégrales, quand les variables tendent vers les valeurs critiques. 


a 
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Mais quelquefois aussi certains changements de variables réus- 
sissent A ramener les équations différentielles 4 de nouvelles dont 
les seconds membres sont olotropes; les intégrales de ces der- 
niéres, alors olotropes, transformées par le changement inverse, 
rendront celles des proposées sous une forme permettant la dis- 
cussion. 

Par exemple, et en supposant connue la théorie des radicaux 
que nous exposerons au commencement de notre deuxiéme Partie, 
considérons l’équation trés simple 


du ——— 
(32) =b+Vu—ax 
: dx v 
a, b désignant deux constantes. Son second membre cesse d’étre 
olotrope quand l’expression sous le radical s’évanouit, c’est-a-dire 
pour tout couple a4, 9 de solutions numériques de |’équation 


(3) U— OR == 0. 


Ainsi donc, Vintégrale ordinaire, qui est égale 4 a9 pour x = 9, 
entre alors dans une phase critique. Pour li discuter par un simple 
changement de variables, posons 


Uu=ar+u?. 


La nouvelle fonction inconnue w’ s’annule en « = 9, et satisfait 
a Véquation différentielle 
au oa I 


Oe) dx 2u’ ms 2" 


: : Z Gi) ey x 
I. Sib=a, cette équation donne wu’ = ot dot 


( u ax (Cee 
(35) = 7 i ? 


fonction qui se trouve étre ololrope en 7 = 0, et méme indéfini- 
ment; on en conclut que toutes les intégrales ordinaires de 
Véquation proposée (32) sont indéfiniment olotropes. 


: du’ : ; fLan 
ive ot Onon = a, aa est infinie en x — 4 parce que w'=o0, et 
Ax 
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d*u , : 
également, partant non olotrope, a cause de 
Ghee J 
du _ du pes au du 
== A 2 = t ese (Sao 
dx du : Qe dis 


on en conclut cette fois qu’en 2 = ) Vintégrale considérée entre 
dans une véritable phase singuliere (165). 


405. Il n’y a évidemment a se préoccuper des intégrales excep- 
tionnelles (380, II) que dans le cas ot Je nombre des variables 
indépendantes est >1. La seule observation générale a faire a leur 
sujet, quand il s’agit d’équations différentielles totales, est que les 
équations additionnelles auxquelles elles doivent satisfaire 
sont nécessairement finies, comme les conditions de passivité 
non satisfaites dont elles constituent une interprétation spé- 
ctale. Ilse peut méme que ces équations finies soient assez nom- 
breuses, soit pour fournir a elles seules les intégrales de cette 
espéce, soit pour montrer par leur seule incompatibilité qu’il n’en 
existe point. 

Considérons, par exemple, le systéme 


Ze =A-+(u—axr—by)P, 
(36) 
| . =B+(u—azr—by)4, 
ayant 
(37) \ p(B b)(u— ax — by)P-1— q(A —a)(u— ax — by)¢ 


( -(p—q)(u—axz— by)p+I-t*—o 


pour condition de passivité unique. 
Si Pon a, par exemple, 


P—¢=p(B—6)—q(A—a)=0, 


elle est satisfaite parce que son premier membre s‘évanouit quelles 
que soient w, y, u. Il y a alors une intégrale dépendant d’une 
constante arbitraire. Ete. 

Si Péquation (37) n’a pas un premier membre identiquement 
nul, sa résolution par rapport 4 uw fournira diverses fonctions 
de x, y, dont on retiendra, comme intégrales exceptionnelles, 


a 


CHAPITRE XIII. — THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES TOTALES. 394 


celles qui par hasard satisferaient aux équations différentielles 
proposées (36). Si p et g sont >1, lune de ces fonctions est 
évidemment 

ax -- by, 


a retenir ou a rejeter selon qu’on aura a la fois ou non a= A, 


5b=—B. 


406. Lobservation faite a Vinstant est textuellement appli- 
cable aux équations additionnelles a former pour obtenir 
les intégrales singuliéres (319) des équations différentielles 
totales (1). 


Pour léquation différentielle ordinaire (32), par exemple, 
on trouvera l’équation additionnelle unique (33) qui donne la 
fonction 

Ax 
pour seule intégrale singuliére possible. La substitution faite aprés 
coup dans |’équation (32) montre que cette fonction en est véri- 
tablement une intégrale, ou non, selon qu’on ad == ou SAD: 
Dans le premier cas, il existe lintégrale singuliére u = ax; dans 


le second, il n’y en a aucune. 


407. En rapprochant les considérations du n° 404 de la défini- 
tion des intégrales singuliéres (288), on apercoit que les valeurs 
de ces derniéres, associées a celles correspondantes des va- 
riables, sont précisément LESOAICULS GC Ih V8 vise hn Vine es 
dans les phases singuliéres, ou tout au moins critiques, des 


intégrales ordinatres. 


408. Quand on connait les fonctions intégrales générales (6) 
du systéme (1), on peut procéder par une voie toute différente a 
la recherche des intégrales singulicres. 

Nous ayons vu (383) que leur déterminant différentiel par rap- 


port aux constantes arbitraires, 


| dv d» dy | 
aGy Pate Aly | 
DN (Hiei ey oe » Gy, .--,Cg)=| de soe do |, 
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ne peut pas s’évanourr lant que 2, y,--. tombentdans les aires(3), 
et qu’onattribue a C,, Co, .-., Cg, des valeurs faisant tomber dans 
les aires (2) les valeurs correspondantes de wu, 0, ..-. Il en résulte 
que les valeurs de x, y, --., U, 9, +--+, pour lesquelles quelque 
second membre des équations différentielles proposées cesse d’étre 
olotrope, sont précisément celles qui, jointes a des valeurs conve- 
nables de C,, Cy,’..., Cg, satisfont simultanément aux équa- 


tions (6) et a la condition 
NGERYs, acts Cy, C3, Oot Cres) 0, 


En résolvant done cette condition par rapport a quelqu’une des 
constantes arbitraires, Cy» par exemple sic’est possible, et portant 
son expression dans les formules (6), on obtiendra certaines fone- 
tions de x, vy, ..., dépendant en outre des paramétres indéter- 
minés C,, C, ..., Cg, qui comprendront certainement toutes 
les intégrales singuliéres. I] ne restera plus qu’d essayer si lattri- 
bution de valeurs convenables 4 ces paramétres peut conférer a 
quelques-unes de ces fonctions la propriété de vérifier les équa- 
tions différentielles proposées (1), puis a retenir seulement celles 
qu'on obtiendra ainsi. 

Par exemple, nous avons reconnu implicitement ci-dessus (404, I) 
qu’en regardant 4 comme une constante arbitraire, la fonction (35 ) 
est Pintégrale générale de l’équation (32) pour b= a. 

On pourra donc former la condition 


(38) = | a a aos] pee ae 


et porter dans |’équation (35) Vexpression de 8 tirée de celle-ci. 
On retombe bien sur Vintégrale singuliére ax déja trouvée au 
n° 406. 

Mais, outre qu’il est fort indirect, ce procédé est bien loin de 
valoir la méthode générale, dont application est infiniment plus 
facile que la construction préalable des intégrales générales. 

Nous ajouterons encore qu'il peut conduire a des intégrales 
non singuliéres, si les intégrales générales ont été mises sous la 
forme incorrecte contre laquelle nous prémunissions le lecteur 
au n®. 385. 
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Si, par exemple, on écrivait §2 au lieu de § dans la formule (35), 
y > . : ° . y . ° ef 
elle n’en fournirait pas moins toutes les intégrales ordinaires de 
nS ; at ; eae: r : 
Véquation différentielle originaire (et méme elle donnerait cha- 
; : : ms 
cune d’elles deux fois). Mais la condition (38) devenant 


— O(a — 02)=0 


i : 5 : F xu 5 3 
donnerait en outre 9—0; d’ou Pintégrale az +- —- qui est simple- 
4 


ment ordinaire. 

L’application de ce procédé A des intégrales générales dont la 
forme ne serait pas d’une correction certaine devrait donc étre 
accompagnée de l’exclusion des fonctions qui rentreraient dans 


les intégrales générales. 


409. L’étude d’un systéme donné d’équations différentielles 
quelconques doit toujours se faire par l’intermédiaire du systéme 
immédiat équivalent. Comme exemple, nous traiterons le cas clas- 


sique de l’équation différentielle d’ordre quelconque g 


(39) déu f( du de u 
3 ms ee DP lly mais OG eee 
9 AEE tes > dx’ dxe )” 


& une fonction inconnue w d’une seule variable z, donnée toute 
résolue par rapport a la dérivée de l’ordre le plus élevé. 
Le systéme immédiat équivalent 


du y du' FP 
| ie == 1h) ep =U, osey 
(40 c 
: ) du'g-2) dulg-) F oe 
= ulg-), Sn RS Ui Coa US a) 
dx dx , d 


est aux différentielles totales puisque son Tableau ne contient 
aucune case vide, et, comme il y a une seule variable, il est passif 
de lui-méme, c’est-a-dire sans condition. Le dernier des seconds 
membres f(x, u, u', ..., w'S~")) peut seul cesser d’étre olotrope, 
puisque les autres se réduisent aux fonctions linéaires uw’, uw", ..., 
u's~'), De plus, les fonctions inconnues auxiliaires wv’, uw", ..., 
u'$—') sont précisément les dérivées d’ordres 1, 2, -.-, 8 —1, de 
la fonction inconnue principale uw, en sorte que les fonctions 
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intégrales générales du systeéme (40) sont 


| Ui = 0a, Cy, Co, OOo Cz), 
A r ti (GR, Cy, Co, Sao hry Gz); 
a) 4 eck Sw 6: 6.8) PL ADO. oF el soe 07 wae. e 6 ree eo Le 

| ulg—1) = vis—) (x, Orin Gp, seg Gz), 


ot’, uv", ..., vs") désignent les dérivées de vu, d’ordres 1, 2, .--, 
g —1 par rapport a xz seulement. 
Cela posé, les propriétés de l’équation (39) sont en quelque 
sorte celles du systéme (40), formulées dans un langage différent. 
Par exemple : 


, > ; a r (g-1) 
I. Si la fonction f est olotrope en Xo, Upp gs eo ge s 


Véquation (39).admet une intégrale, et une seule, prenant, 

y *y Te Ney / (gS4) 
elle et ses g —1 premicres dérivées, les valeurs Uy, Uy, -+-, Ug 
Ch X= Lo. 


I. Toutes les intégrales de cette espéce, ou ordinaires, sont 
données par la premiere des formules (41), moyennant Vattri- 
bution de valeurs convenables aux g constantes arbitraires 
Ufa ee oce eres 

En conséquence, cette fonction v(x, C,, C2, ..., Cy) se nomme 
Vintégrale générale de |’équation proposée. 


WI. Le déterminant différentiel par rapport &@ Cy, Cy, ..., 
C, de Vintégrale générale et de ses g —1 premiéres dérivées 
par rapport a x ne sévanouit pour aucunes valeurs de x, Cy, 


C,, ..., Cg pour lesquelles x et les valeurs correspondantes de 


du ds—-u ete z 
U, 7» +++) ~~ — tombent dans les limites ou la composante f 
dy dxés-t 


est olotrope. 


IV. On reproduit Véquation différentielle (39) en éliminant 
les constantes arbitraires de UVéquation intégrale générale, 
cest-a-dire en adjougnant a la premiére des équations (41) 
celles obtenues en la différentiant (par rapport & x) 1, 2, ..-, 
& fous, et en portant dans la derniére les expressions de Cy, 
Cy, ..., Cg tirées des g premiéres. 


V. St Von portait seulement dans la (g—k-+1)%me les 


CHAPITRE XIII. — THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES TOTALES. 395 


expressions de celles des g —k constantes arbitraires par 
rapport auxquelles on peut résoudre les g —k premiéres 
equations dont u s’agit, on obtiendrait, résolue par rapport 
ds-ky : : 
daeuk? Une equation differentielle dordre g—k avec k 
constantes arbitraires, a laquelle satisfont aussi toutes tes 
intégrales ordinatires. 


Une équation de cette espéce se nomme une intégrale kieme de 
Péquation proposée (39). Une manipulation trés simple, basée sur 
la méthode indiquée au n° 398, permet d’en tirer immédiatement 
un groupe complet d’équations intégrales de rang /& du syst¢me 
connexe (40). 


VI. Outre ses intégrales ordinaires, l’équation (39) a quelque- 
fois des intégrales singuliéres. Pour les découvrir, il faut former 
quelque relation 


Y 


f — — 
OU, Wh, WE HS S609 DESMO, 


dont tous les systémes de solutions soient singuliers pour la fone- 

tion de g variables f(a, u, w,..., u's") uis retenir seulement 
5 ’ y y ’ /) 

parmi les intégrales de |’équation d’ordre g —1 


( du —) 
WW, ee =0 


u ? Hs) 
"ada dxg- 


r 


celles qui par hasard satisferaient aussi a l’équation proposée. 


Etc. 


410. On élimine des fonctions entre des équations différen- 
tielles données, en en déduisant, quand on le peut, quelque autre 
équation, le plus souvent différentielle, qui ne contient plus les 
fonctions dont il s’agit, ni aucune de leurs dérivées. 

Quand les équations données sont de nature et en nombre tels, 
qu’on puisse en éliminer les fonctions désignées et leurs dérivées 
comme on le ferait pour des quantités quelconques, l’opération ne 
différe en rien de |’élimination dont les principes généraux ont 
été esquissés au n° 317. 

Quand il en est autrement, il faut essayer par des différen- 
tiations variées des équations proposées, de leur en adjoindre de 
nouvelles formant avec elles un systéme d’ou il soit possible d’éhi- 


396 PREMIERE PARTIE. — PRINCIPES GENERAUX. 


miner, comme nous venons de le dire, non seulement les fonctions 
désignées et leurs dérivées figurant avec elles dans les équations 
données, mais encore leurs nouvelles dérivées que les différen- 
tiations ont introduiles. // peut donc se faire que l’élimination 
sout impossible ; car, en particulier, le nombre des quantités a éli- 
miner peut croitre plus rapidement que celui des équations aidant 
ales chasser. Quand elle est praticable, on apercoit tmmédia- 
tement que les ordres des équations finales sont en général 
plus élevés que ceux des proposées. 

Cette question est si vague quand on ne descend pas des géné- 
ralités, si peu embarrassantes dans les cas particuliers usuels, qu’il 
serail tout a fait oiseux de nous y appesantir. Nous dirons seule- 
ment qu’en général on rend les calculs bien plus nets en exécu- 
tant Vélimination, non sur les équations données elles-mémes, 
mais sur le systeme immédiat équivalent. 

Pour donner une idée de la maniére dont les choses se passent 
pour un systéme immédiat, nous allons faire voir que l’élimi- 
nation de g —1 fonctions inconnues, v, #, ... par exemple, 
entre les équations du systéme ordinaire (20) est toujours pra- 
ticable, et quelle conduit pour u, a une équation différentielle 
dont ordre ne peut surpasser g. 


ss a ep : 4 j : du . 
en différentiant celle de ces équations qui a —— pour premier 
dx 


: . du 
membre, et en substituant les seconds membres de toutes, a ee 
xv 


dv dw eee : : cee 
Sp ieee OL cette opération a introduttes, il vient 


@u ou ou OU OU) vas ’ 
Geet ite ou U - Va W ae = Ulm meee 


équation d’ou par le méme procédé on tire successivement et 
indéfiniment 


Br _"y 
Saad (i, Hy Oy F955 3) 
I 

ihe == UN (G85 Ws By 02 ) 
da DEE Ee E SS 207 


Cela posé, entre les k premiéres équations ainsi obtenues a 
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partir de la premiére du systeme (20) inclusivement, et k étant= g, 
on pourra certainement éliminer les g — 1 fonctions ¢, , ... (348). 
[1 en résultera donc bien une équation finale de la forme 


F du d™u 
TR, Cig Oo By Se NS Oe 
Gea ha dak 


ADDITION I. 


SUR UNE PROPRIETE ESSENTIELLE DES POLYNOMES ENTIERS 
A UNE SEULE VARIABLE. 


AAA. Le théoréme suivant appartient a l’Algébre pure; cepen- 
dant nous l’exposerons ici, 8 cause de son importance et de son 


utilité qui nous paraissent considérables. 


En appelantM un entier positif donné, puts my, Mz, «++, Mg, 
g autres dont la somme est égale ad M, puts 2%, Xo, .--, 
Li, .++, 2g, g quantités quelconques, deux a deux numérique- 
ment tnégales, il existe toujours un mais un seul polynéme 
entier f(x) de degré M—1, jouissant de la propriété que 
pour L = .++, Li, «+. ON alt numeriquement 


f(2i) == U:;, 


OU. «+2, Uj, U;, «22, US", 2... représentent M quantities don— 
nées quelconques ('). 


La démonstration se tire habituellement de considérations em- 
pruntées a la théorie générale des équations; mais la suivante, 
basée sur la méthode des coefficients indéterminés, est directe, et 
me parait bien préférable. 


I. Pour trouver un polynéme de degré M —1 jouissant de la 


(*) Quand on a g=M, d’ot m,=m,=...=m, =1, Vénoncé n’implique pas 
ee . pees ae S . 
la considération des dérivées d’un polynéme; c’est aussi le seul cas dans lequel 
nous appliquions ce théoréme avant d’avoir introduit la notion dont il s’agit. 
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propriété en question, il faut déterminer ses M coefficients de 
maniére qwils satisfassent aux conditions (1); et celles-ci consti- 
tuant entre eux un systéme de M équations linéaires 4 M inconnues, 
il suffit, pour faire notre démonstration, de prouver que ce sysléme 
est possible et déterminé, c’est-a-dire que le déterminant des coef- 
ficienis des inconnues ne peut jamais s’évanouir. Ce déterminant 
(d’ordre M) est évidemment un polynéme entier en z,, .., Le) 
et nous le représenterons par 


(2) Amms,...mg( 21, Ha, wo oy Ly). 
tL Ouandion. a 2== M, dou. my =2 m, =... .=1, ce détermi- 
nant est 
M—t 
| He GR) 282% By 
Lo x out 
(3) | [ 9, 9 2 
9 M1 
Ue fe on ay 


En retranchant simultanément les éléments de la premiére ligne 
de ceux de la seconde, puis de la troisiéme, etc., puis de la M¥™°, 
le déterminant en question prend la forme 


I xy aor ae at | 

Pea Ge). Gy 
«iG Mee tond cote oe ene, © Onto comeentcne 

Oo (@u— 21) (2j,— 7?) ie (oes gues) | 


et se réduit par suite a celui-ci, d’ordre M —1 seulement, 


| (t_—a1) (@}— 2) 


Ce dernier est évidemment le produit de 
(ay — @)(%3 — #1)...(2m— 21) 


par le déterminant de méme ordre 


M—2 eg Dah TS Nigeg 

Ee (we ceiary) (03 + Gn, 22). 2. (a) + aM 3e,+...+01-") 
/ 2 Me Mas M—2 

I (%+2,) (23+ %391+277) ... Cs TO EI a ees tea) 


Picnr Orn i cc) 
Bt) GeO clo wi ech 9 SOEONOF © ECSGsS OACMORCU CHO RS -Dag Ss Fa 
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En retranchant successivement dans celui-ci : 1° des éléments 
de la derniére colonne ceux de l’avant-derniére, mullipliés par 7; 
2° de ceux de l’avant-derniére, ceux de |’antipénultiéme mul- 
lipliés encore par 2, .- +5 puis enfin de ceux de la seconde, ceux 
de la premiére, multipliés toujours par #,, on le réduil a 


Lite sarees mea 
| 2 M—2 | 
(4) Reais oe 
| aa 
I 2M Dir aitaue by is | 


Si donc on représente les déterminants (3) et (4) par 
A( 21, Wa, e0ey rm) 
et 
A(x, U3, vee wT), 
ona la formule de réduction 


N(@4,.Go, Bs, oa OM) = (2 — 2) (3 — 24) «= (eA Bees es eM) 


d’ot Von conclut immédiatement 


(X2— %1) (x3 — Z@y) . obey a) 
< (%3— 2)... (eM — 2) 
A(%1, Xo, -, IM) =* 
ee GD Old #03 
\ < (%u— 2u_-1) 


Le déterminant (3) ne peut donc s’évanouir, puisqu’il se décom- 
pose ainsi en facteurs dont chacun est la différence de deux 
quanlités que nous supposons essentiellement inégales. 


IN. Quand Vun des indices, m, par exemple, est >1, on a 
la relation 


| Aimyms,...mg(L1) LA, +20 Le) 

(5) y dm,-1 
| = fen 4 Apj—A,t,17295...,75 (B45 ¥, LQ, 226, wg) o 
| dem 8 Te 


respectivement identiques et indépendantes de f, & l’exception de 
celles de rang m,, savoir 


Comme dans Are Sree pean eee m,) toutes les lignes sont 


1 EN lo he 
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dans le second de ces déterminants, et les valeurs pours’ == 7, 


des dérivées (m, — 1)'*™* de ces mémes mondmes dans le premier, 
le point en question est évident (258, V). 


IV. L’emploi répété de la formule (5) permettra done de 
déduire de expression de LVR PL NCh OO ee a pare Ly) trouvée 
ci-dessus (II) celle de A, ,,....,, puis de celle-ci, celle de Ae eect 
ainsi de suite pour toutes les valeurs du nombre g et des indices, 
qwil y a a considérer. En exécutant ces calculs qui n’offrent 
aucune difficulté, on trouvera que le déterminant (2) se décom- 
pose toujours en facteurs égaux a certaines puissances des diffé- 
rences des quantités 2,, %2, ..., Zg, partant non nuls, ce qui 
achéve la démonstration de notre théoréme. 


4A2. Il aces deux corollaires : 


|. Deux polynémes entiers en x, de méme degré M —1, sont 
égaux identiquement, quand tls le sont numériquement pour M 
valeurs inégales de x, seulement. Car les coefficients des termes 
semblables dans l’un et dans l’autre sont nécessairement égaux. 


li. Un polynéme de degré M—1 est identiquement nul, 
quand tls évanoutt numériquement pour M semblables valeurs 
de x. 


Tous ses coefficients sont effectivement égaux a ceux du poly- 
nome de méme degré 0 -+0.4 + 0.227 +...+0.a"", puisque les 
valeurs de x dont il s’agit donnent toujours la méme valeur (zéro ) 
a Vun et a lautre. 


FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 


M. =I. 26 


TABLE DES MATIERES 


DE LA PREMIERE PARTIE. 


AGS Pages. 
AIS SNe Bae cient cee Rn pe a SF a ee a, a  , NAll 
PRINGIPALES PUBLICATIONS DU MEME AUTBUR...t.o.cgc..0.sse.sse vances. XXVI 
ToL TSISTISNS Sa ac ge Sa RR Pe XXIX 
Cuarirre [. — Geéneralités préliminaires comprenant une revue des 
quantites factices sur lesquelles roulent les spéculations de lV’ Analyse 
moderne. — Fractions. — Quantités positives et WS ROMBI 6 na 6 oF 5% I 
Objctade le Analysesinfinitésimalesenn est... 4 00a eee. : I 
NombnresainactionmairessabsOluseta. vce sry ascent as aeene eae cane 2 
Oueminless positives vetneeathvesieavetas anaes eae enc 0 eee seen U1 
Fonctions en général. — Fonctions rationnelles.................. 18 


CuapritRe HW. — Suite du précedent. — Variantes en général. — Quantiteés 


LLG OMUTILETISTET: QOUCS iat tise ae a etn oa RTOS orn RACES Sue netomat 23 
Gouwenvencenct divergenee-desvarlantes =<...) nee ecu on 23 
Limites effectives ou idéales des variantes convergentes........... 30 
CuaPiTreE HI. Suite des deux précédents. — Quantités imaginaires.. 37 
[xécution des opérations rationnelles sur les quantités imaginaires. 37 
Mécanisme de la substitution des quantilés imaginaires aux quan- 
RivesmpOsiUinesuc RDC SALIV eStats rn ese ied sot) okra oe ies 46 
WEENIE) TNIV 6 noo oan pagan de ee reian cas orto ge Banteay : 51 
Notation graphique dés quantités imagimaires.................... 53 
(HAND MLV omen S.C LLCSa CTP SCICT Ue sax aes otek, siete aia. r akeut a oeTe noe ths psa e sog wis shes 59 
Définitions et premiéres propriétés........ SS RGLAW alo Dye otote, Gc wa ates eNotad 59 
6S 


Groupement, déplacement et décomposition des termes d’une série. 
Addition, soustraction et multiplication des sommes de plusieurs 


GY ETAUES 5-3 ocd Ae ct cae CeIn Ont ORDINGTURCPESE Soa wan cen Coop vero 74 
(Cin AiANe. Wie, SCAU CAG conn Sis Bio Orne oI Orr Oateita catego Gia Oks Dakine 78 
COM GRAN Son clence cose open o Gut oun Ottens Ori OnOGOn.Oo Crimp : 78 
Substitution, a chaque variable indépendante, d’une somme de quel- 
W[GSHAUEBc on angueonsone daogsredosr bt, Baciopaiomeemee rae : 88 
(CO AUMIUUNI Cc otc oe.6 bie 6 DASE iho OO. BOIL OO Oi Lia CIEOIE Dat diegeitanste ie 93 
Valeur remarquable accessible au module de la somme d’une séric, 
EMCI G Hunter alee bisytar s shn ess eiwileh arms PEO en tH ocaC OS apy ene ot Seatutte 99 
Conditions pour que la somme d’une série entire soit nulle identi- 
quement, pour que celles de deux semblables séries soient égales 
100 


identiquement...... SPE Res fea re eh ar eehal alincet on osolbah et Niereliepaparstsv ars 


404 TABLE DES MATIERES DE LA PREMIERE PARTIE. 


Cuapitre VI. — Dérivées des fonctions olotropes. — Genése habituelle de 
CES fOMRCELONS ne onc cette 11-1 AOS Goa MBBS 9% denver clo" 9-0 ie fereroe s00mm% 
DGAMITIONS sega cc yecle ce ieee enelete : 
DEérivées prenileres.ie% ..< norsaoas spats ee ee alee ee 
Dérivées d’ordres supérieurs . 
Miftérentiellesie. ass. j 


Génération des fonctions olotropes par développements successifs.. 


CuapPitRE VII. — Propriétés fondamentales des fonctions qui sont olo- 
tropes dans des aires données 


Propositions générales diversesS........-.-+:sey+-+- sees reece nee 
Limites de convergence de la série de Taylor 


CHAPITRE VIII. — Calcul inverse des dérivees. 


Integration) des cdutterentielles total cS mre lelse nett te tn ite tat eters 
Intégration des différentielles incompletes.......-.-.....-..-.--- 
Indépendance relative de différentiations et d’intégrations succes- 

SIVESiaueheve tye eleven eo oe eRe ene 
Intésralessdéfimies simplesie-.. 
Intégrales définies artificielles 


CuHAPITRE IX. — Fonctions composées 


Circonstances générales dans lesquelles les fonctions composées sont 
OLOCROP ES cre aris : 


Differentiation des fonctions composéesea eee teeter nee 
Intéeration dessonctions icompOsees =item ees err ee 


Séries ayant pour termes des fonctions olotropes d’un méme groupe 
de variables indépendantes-0.- o-tee ocecic ee ee met ieee 


Développement des fonctions rationnelles 


CHAPITRE X. — Principe essentiel de la théorie des equations differen- 
tielles totales 


Cuapirre XI. — Fonctions implicites en général. 
Existence et différentiation des fonctions implicites dans le cas fon- 
aun etitiall 5.5.25 sesye cthsh ee ib saa, 1a ore eee On Rae EN ee 


Examen sommaire des autres cas. — Elimination en général 
Changement des variables en général 


Cuaritre XI. — Principe essentiel de la théorie des équations différen- 
tielles partielles 


Généralités 


Systémes immédiats passifs qui sont en méme temps réguliers.... 
Impossibilité éventuelle de trouver a un systéme immédiat et passif, 


mais irrégulier, des intégrales répondant a des déterminations ini- 
trallesvarbitraires severe eerie eee 


ur découvrir 
toutes les solutions d’un systéme donné quelconque d’équations 
différentielles et finies....... 


Indication sommaire de la marche générale a suivre po 


TABLE DES MATIERES DE LA PREMIERE PARTIE. 405 


Pages. 

CuaritRe XIN. — tude ulterieure des systémes immédiats d’équations 
QUFELCILLCULESSCOUEL CSE Ta er Ranh reer PM ae sle mite acsuclleee Re sor 362 
Honchionspmtcerales: eénéralesau. wae geea, aoe asia: Sincere ete chOe) 
Hquationsuintesrales savas cco wana seen tebe cny atc aaaeten ee sears 372 
Multiplicateurs intégrants.......... Rina cnatfontd fae aaa sen ttre oe 382 
Observations complementaimes: diversesi 20m ee ote eee 388 

Appition I. — Sur une proprieté essentielle des polynomes entiers a une 
SCL LCM OUCH OCC ris, Ment eR NM NCR nats SIPs ee eestor ae saa cyte eins Tes 398 


FIN DE LA TABLE DES MATIERES DE LA PREMIERE PARTIE. 


18652 Paris. — Imprimerie GAUTHIUER-VILLARS ET FLLS, quai des Grands-Augustins, 55. 


ws 

ny 
a 

4 


i 


Mee 


